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Elaborar unos apuntes de una asignatura tiene la ventaja para los alumnos de precisar qué es lo que en
concreto se va a explicar durante el curso. Ademas les permite no estar todo el rato pendientes de copiar
a la mayor velocidad posible (con los errores que ello produce) todo lo que se escribe en la pizarra. Pero
tiene también sus claras desventajas. La existencia de los apuntes suele incitarles a utilizar poco otros
libros, que dan otras visiones de la asignatura y que tratan diferentes temas con mas extension, ejemplos,
aplicaciones o rigor (segtn los casos) que en dichos apuntes.

Es importante, como se acaba de decir, consultar libros. El problema fundamental de la bibliograffa
para un curso de Calculo de primer curso es que no existe ’el libro adecuado’ a todos los estudiantes, pues
éstos llegan a la universidad con muy diferente formacién matemdtica. El ideal seria que toda persona
de primero de Fisicas pudiera seguir sin excesivo esfuerzo un libro tan bonito como el Spivak. Pero ese
ideal dista mucho de la realidad.

En teorfa, en las asignaturas de matematicas del bachillerato se han tratado (estd escrito en los pro-
gramas oficiales) bastantes temas de los que se va a profundizar en Cdlculo I. Por ejemplo: nimeros
reales, inecuaciones, sucesiones, rectas, trigonometria, exponenciales y logaritmos, concepto intuitivo de
limites, derivacion, gréficas, primitivas sencillas, cdlculo de dreas u operaciones elementales con comple-
jos. Segtn esto, solo parte de los temas de Calculo I se verfan por primera vez: todo lo relativo a series, la
definicién rigurosa de limites, los desarrollos de Taylor, las sucesiones de funciones, el calculo de primi-
tivas complicadas, las integrales impropias y pocas cosas mas (ademds del cambio que suele representar
la insistencia de los profesores universitarios en ’las demostraciones’).

La experiencia dice que, aunque hay un porcentaje digno de estudiantes que si controlan buena parte
de los citados temas del bachillerato, hay otra parte (por desgracia no muy minoritaria) con demasiados
agujeros en su formacién. Para los primeros, los libros cldsicos de Célculo ([Sp], [A] o [CJ]) son el
complemento natural de estos apuntes (el [A] tiene temas ademds de otras asignaturas: Algebra, Calculo
IL, Ecuaciones Diferenciales,...). Pero para estudiantes de menor nivel matemadtico es preferible manejar
libros més elementales, como el [L], [St] o [LHE], que contienen muchos méas ejemplos sencillos (aunque
no incluyen los temas mas complicados del curso: diferentes demostraciones, convergencia uniforme,
impropias...). Los seis libros anteriores estudian (al contrario que en el programa de Célculo I) primero
las funciones (integrales incluidas) y luego las sucesiones y series. Los dos siguientes ([B] y [K]) tratan
las sucesiones y series al principio. El [K] es dificil de leer (y de encontrar), pero es citado porque de él
se han extraido algunas demostraciones.

Las hojas de problemas comunes a varios grupos de Célculo I y los adicionales de estos apuntes son
mads que suficientes para el curso. Pero en todos los libros de la bibliografia hay mas problemas propuestos
y resueltos. Si algin amante de las matematicas quiere problemas mds tedricos y complicados, que no
dude en enfrentarse a los del [Sp]. Pero probablemente sea mayor el nimero de quienes echan en falta
en nuestros problemas ejercicios sencillos que permitan repasar los temas del bachillerato. En [L], [St] o
[LHE] se pueden encontrar cientos de ellos.



Novedades de las ultimas versiones de los apuntes:

version 2003: Primera escrita a I&TX, con el mismo orden en los temas que las anteriores a ordenador (y
los viejos apuntes a mano de los afios 80), aunque afiadiendo diversas explicaciones a la teoria y nuevos
ejemplos y problemas.

version 2004: Con los mismos temas que las anteriores, pero algunos de ellos organizados de forma
diferente.

Si en la versién 2003 y anteriores el capitulo 1 (ademds de repasar los nimeros y sus propiedades)
contenia las sucesiones y las series numéricas, en ésta se acercan estas series a las de funciones, potencias
y Taylor.

Las sucesiones se trasladan a la seccién 2.2, con el fin de haber dado antes el concepto de funcién y
haber repasado las propiedades de los senos, cosenos, exponenciales,. .. [Creo que el limite de sucesiones
(definicién rigurosa de las que suelen tener problemas para ser entendidas) se debe dar antes que el
ligeramente mds complicado limite de funciones].

El 4 pasa a comenzar con las series numéricas, luego se tratan las sucesiones y series de funciones en
general, y a continuacidn las de potencias. Los polinomios de Taylor (con los que en el 2003 empezaba
el capitulo) se juntan en la seccion 4.4 a las series de Taylor para no interrumpir los argumentos.

El capitulo 3 permanece tal como estaba. El 5 sigue casi, casi igual (simplemente las longitudes adelantan
a los volimenes en 5.6) y el 6 tampoco varia (salvo que la i pasa a ser 1).

Como todos los afios, se corrigen erratas (y probablemente se crean algunas nuevas), se afiaden algunas
explicaciones a la teoria (en parte necesarias por la nueva organizacion de los temas) y se elaboran nuevos
ejemplos (y se cambian otros de sitio).

Los problemas (comunes y adicionales) se organizan segin el nuevo orden de la teoria. Los comunes se
reducen de 117 a 100, a pesar de incluir los de examen de 2004 y los de 2001 (antes en adicionales). Los
adicionales, ademas de unos pocos nuevos, recogen, como siempre, los retirados de las hojas de comunes.

version 2005: Sélo se hace alguna correccidn estética y de erratas a la teorfa y, como todos los afios, se
cambian algo los problemas, tanto los comunes como los adicionales.

version 2006: La letra pasa a ser Times (comando \usepackage{mathptmx} en I&IEX), lo que lleva a
unos cuantos ajustes estéticos, de orden o de lenguaje para ajustar espacios.

Las sucesiones de Cauchy se van al final de 2.2 (para aclarar que son secundarias en el temario del curso).
Por la misma razoén, Trapecios y Simpson son adelantadas por la integracién de series en 5.5.

Las sucesiones de limite no justificado (como +/n ) retrasan su aparicién a 2.3 (adn sin justificacion,
aunque mas cerca del L’Hopital, que pasa a ser demostrado (sin ser utilizado) en 3.2). Se reordena también
la seccion 4.5 de los limites indeterminados.

Se retoca un poco la seccién 3.3 (la parte de los polinomios de tercer y cuarto orden).

Lo de siempre en problemas: se incluyen de los exdmenes del 2005-06 en los 100 comunes, se cambia
de sitio alguno y otros pasan a ser problemas adicionales (que de afio en afio van creciendo).

version 2006 — 2009: Esta version es muy parecida a la 2006, con correcciones de estilo para ajustarse a
nuevos margenes y tamafios. En esencia es la elaborada para http://alqua.org/ en 2008 con el fin de servir
de base a un ‘libro libre’. En esa pagina se pueden conseguir los ficheros I&IEX y los dibujos de esos
apuntes.



1. Naturales, enteros, racionales y reales

1.1. Nameros naturales, enteros y racionales

Los nimeros que basicamente vamos a tratar son los reales R. Estudiaremos sucesiones de nimeros
reales, funciones de variables reales,... Pero antes de definir los reales vamos a hacer un breve repaso
de los nimeros mds sencillos. En lo que sigue se supondra que son conocidos los significados de los
simbolos V (para todo), 3 (existe), = (implica), < (si y sélo si), ... y que se han visto propiedades 16gicas
sencillas que se utilizardn en alguna demostracién como, por ejemplo, que la afirmacién ‘p = g’ equivale
a ‘(noq) = (nop)’. Otros conocimientos que se presuponen son las ideas y simbolos bésicos de la teoria
de conjuntos: U (unidén), N (interseccién), C (contenido en), € (pertenece), ...

Llamaremos N=1{1,2,3,4,5,6,...} al conjunto de los nimeros naturales (sin incluir el 0),
Z={...,-2,—-1,0,1,2,...} al de los enteros,y Q= {p/q, p y g enteros, g # 0} al conjunto
de los racionales. La suma y el producto de dos nimeros naturales cualesquiera son también
naturales, pero su diferencia puede no serlo. Si es un entero la diferencia de dos enteros. El
cociente de racionales es racional, pero no lo es, en general, el de dos enteros. Los tres conjuntos
son conjuntos ordenados por la relacién “>"(ser mayor que). Con palabras mas matemadticas, y
refiriéndonos al mayor de los tres conjuntos, se dice que Q es un cuerpo ordenado, es decir,
que satisface las siguientes propiedades (a,b,c € Q):

9

Propiedades de cuerpo: Existen dos operaciones “+” y que cumplen:

1) + y - son asociativas y conmutativas:
a+(b+c)=(a+b)+c,a+b=b+a,a-(b-c)=(a-b)-c,a-b=b-a
2) se cumple la propiedad distributiva: a- (b+c) =a-b+a-c
3) hay elementos neutros O respecto a+y 1 respectoa-: a+0=a,a-1=aVa
4) existen elementos inversos respectoa +y - :
Va 3 —atalquea+(—a)=0, Va#0 Ja 'talquea-a ' =1
Propiedades de orden: Existe una relacioén “>"que satisface:
5)dadoa,obiena >0,o0bien —a>0,o0biena =0
6)sia,b>0tambiéna+b>0,a-b>0

A partir Unicamente de las propiedades anteriores se pueden definir las otras conocidas operaciones
basicas (diferencia, cociente y potencias) y desigualdades:
a—b=a+(-b); sib#0, a/b:a~b_1; sineN,ad"=a-...-a,nveces;
b>asib—a>0;b<asia>b;b>asib>ad6sib=a;b<asia>b.

N y Z no son un cuerpo: N no posee inverso siquiera respecto de la suma y Z no lo tiene respecto
del producto. El conjunto R de los reales que trataremos en la préxima seccidn poseera todas estas
propiedades y ademds otra (el llamado ‘axioma del extremo superior’).

Repasemos algunas otras definiciones y propiedades de los naturales, enteros y racionales:



Demostraciones por induccion.

Supongamos que queremos demostrar una afirmacion, que llamaremos P(n), que depende de
un nimero natural n . Demostrar P(n) por induccién consiste en:

i) demostrar P(1) (es decir, que la afirmacién es ciertasi n=1)
ii) probar que P(n) = P(n+1) Vn (supuesta cierta para n se demuestra para n+1)

Hecho esto, como P(1) es cierta, por ii) también lo es P(2) .Y por tanto P(3).Y P(4) ...

n(n+1)
5

Ej. Probemos por induccién que ZH: k=14+2+---+n=
k=1

[recordemos que el primer simbolo se lee ‘sumatorio de k desde 1 hasta n’]
1(1+1)

P(1) escierta: 1 = =5— . Probemos ahora P(n+ 1) suponiendo cierta P(n):
n+tl n
/;1 k= 1\2’1 k+ (n+1) = [estamos suponiendo cierta P(n)] = @ +(n+1)= w

Maximo comiin divisor y minimo comin multiplo.

Dados dos naturales n y d se dice que n es miltiplo de d (o que d es divisorde n)si n/d es
también un nimero natural. Desde luego, todo # tiene al menos dos divisores: el 1 y el propio
n. Si estos son sus unicos divisores dice que n es primo. Un conjunto de enteros np,...,n;
admite siempre un divisor comun a todos: el 1. Se llama maximo comidn divisor al mayor
natural que divide a todos ellos (y lo denotaremos por mcd[ny,...,ng] ). Por otra parte, dados los
ni,...,n; existen naturales que son multiplos de todos ellos (por ejemplo el producto de todos).
Se llama minimo comun multiplo ( mcm(n,...,7n;] ) al menor nimero con esta propiedad.

Hallar el mcd y el mem de unos naturales es facil una vez calculados todos los divisores primos
de cada uno, lo que puede ser muy largo si los niimeros son muy gordos.

[Para hallar estos divisores conviene conocer las reglas de divisibilidad por nimeros sencillos:
recordamos que un entero es divisible por 3 (y por 9) si y sélo si lo es la suma de sus cifras;
divisible por 4 (por 8) si lo son sus dos (tres) dltimas cifras; por 5 si acabaen 0 oen 5;
por 11 sila diferencia entre la suma de las cifras que ocupan un lugar par y la suma de las que
ocupan lugar impar es un multiplo de 11 (incluido el 0)].

Otra forma de hallar el mcd[m,n] es utilizar el algoritmo de Euclides:

Sea m > n . Dividamos m entre n y llamemos ¢; al cociente y r; al resto:
m = gin+ry. Dividamos ahora n entre r;: n = gr;+ry. A continuaciéon rq
entre rp: r; = qara+r3. Luego rp entre rs ..., y proseguimos dividiendo de esta
forma hasta que el resto sea 0. El mcd[m,n] es entonces el altimo resto no nulo.

m-n

Calculado el mcd, se puede hallar el mem utilizando que: mcm[m,n| = med[m]

Ej. Sean 2340 y 6798.
Como 2340 = 2%.32.5.13 y 6798 = 2-3-11-103, mcd=6 y mcm=22-32.5-11-13-103 = 2651220
Euclides: 6798 = 2-2340 + 2118, 2340 = 1-2118 +222, 2118 = 9-222 + 120, 222 = 1-120 4 102,
120=1-102+18,102=5-18412,18=1-124+6,12=2-6

= med =6, mem = 240678 — 2651220

[Para hallar el mcd[ny,...,n;] se puede calcular mi=mcd[n,n,], luego my=mcd[m;,ns], ...]



Factoriales, niimeros combinatorios y binomio de Newton

Para n€ N se define factorial de n como: n!=1-2-...-(n—1)-n,yademés 0! =1, ysi k
es otro natural con 0<k<n, el coeficiente binomial o nimero combinatorio es

(n>_ n! _nn—1)---(n—k+1)
k) kl(n—k)! k!

n

[ (Z) se lee ‘n sobre k’; obsérvese que (8) = (Z) =1, que (nﬁk) = (Z) ,y que (’]l) = (n—l ) =n;
n! representa el nimero de formas distintas en que se puede ordenar un conjunto de n elementos
y el nimero combinatorio (que siempre es un nimero natural) es el nimero de formas distintas
en que se pueden escoger grupos distintos de k elementos (sin importar su orden) entre los n de
un conjunto].

La férmula mds famosa en que aparecen estos nimeros es la de binomio de Newton:

(a+b)" =a"+(N)a o+ (5)a 2>+ + (" )ab" " +b" = ¥ (§)a"Fbk

Demostrémosla por induccién. Es claramente cierta si n=1: (a+b)' = (§)a's° + (})ab".
Suponiendo que es cierta para n, probémosla ahora para n+1:
(a+b)""" = (a+b)(a+b)" = (a+b) [a" + -+ ()@ D1 4 () a"* b+ +b"]
= [ [+ ()] e (i
k=0

. _ n! _ o (i=ktD+k _ ntl
puesto que se cumple: (})+(,";) = 0! T Gk 1) — n!kl?(n—ld—l)! =("0)-

Ej. (14x)% = 14+6x+15x24+20x3 4+ 15x* +-6x7 +-x6,
6 6-5 6 6\ 6:5-4
pues (;) =57 =3-5=(y), (3)3-2»1:5'4

Existen infinitos nimeros racionales e irracionales.

Observemos que entre dos racionales p > g, por cercanos que estén, existen infinitos racionales.
En efecto, r; = (¢+p)/2 es otro racional que se halla entre los dos. Otros infinitos, por ejemplo, son
r»=(q+r1)/2,r3=(g+r2)/2, ... Recordamos que una forma de precisar de forma tnica un racional
es dar su expresion decimal, que o bien tiene s6lo un nimero finito de decimales o bien tiene ademas
un ndmero finito de decimales que se repiten periédicamente ( 7/8 =0.875 es un ejemplo de la primera
situacioén y 8/7=1.142857142857... lo es de la segunda). Pensando en la expresion decimal vuelve a
estar muy claro que entre dos racionales existen otros infinitos y que podemos encontrar racionales tan
préximos como queramos a uno dado.

Sin embargo, a pesar de estar tan juntos los racionales, aparecen de forma natural (ya desde los
griegos) otros nimeros que no son racionales (es decir, irracionales; su expresion decimal tendrd infinitos
decimales no repetidos periddicamente). Por ejemplo, el teorema de Pitdgoras asegura que la hipotenusa
de un triangulo rectangulo con catetos de longitud 1 mide /2 unidades de longitud. Es facil probar
que /2 no es racional (demostrar que otros niimeros famosos como 7 ¢ e son irracionales es bastante
mds complicado). Para hacerlo, vamos a suponer que lo es y llegaremos a una contradiccién (es lo que se
llama demostracion por reduccién al absurdo).

Como se sabe, un racional puede ser expresado de infinitas maneras diferentes como fraccién p/q .
De ellas, se llama irreducible a la que tiene el denominador mds pequefio posible, o sea, aquellacon p y
g sin divisores comunes. Supongamos que /2 = p/q fraccién irreducible. Entonces p*> = 24°. Asi p?
es par, con lo que también debe serlo p (los cuadrados de pares son pares e impares los de los impares)
y por tanto es de la forma p = 2m . Asi pues, 2m> = ¢> y g también es par, en contradiccién con la
suposicién de que p/q fuese irreducible.



Observemos que la suma z=p-+x con p racional y x irracional es necesariamente otro nimero
irracional (si fuese z racional, seria x =z— p también racional). Y lo mismo sucede, si el racional
p#0, con su producto (se prueba casi igual; que conste que suma y producto de irracionales puede ser
racional, por ejemplo, v/2 + (—v/2) =0 y v/2v/2 =2 ). Conocemos ya, pues, infinitos irracionales:
todos los de la forma p+¢+v/2, con p,q€Z . Con esto podemos ya ver que también entre dos racionales
cualesquiera, por muy proximos que estén entre si, existen infinitos irracionales (por ejemplo, si p>gq
son racionales, ¢+ (p—q) V2 /n,con n=2,3,..., son infinitos irracionales y es fdcil ver que estdn entre
uno y otro). También entre dos irracionales hay infinitos racionales e irracionales (parece bastante claro
con la expresion decimal). O entre un racional y un irracional.

Aunque existan infinitos racionales e infinitos irracionales el U1 = 12 1/3 = 1/4 e
nimero de irracionales es un infinito ‘mds gordo’ que el de los / / /
racionales (dos conjuntos, finitos o infinitos, tienen el mismo 1 2 /3 24
nimero de elementos si se puede hacer una biyeccién entre ‘l‘ / /
ellos). El nimero de racionales es el mismo que el de enteros

(o el de naturales, que también es el mismo), ya que se puede  3/1 32 33 3/4
hacer corresponder a cada entero un racional y viceversa (ma- "
temdticamente se dice que Q es numerable) como sugiere el :
esquema de la izquierda. Los irracionales (y por tanto los reales), sin embargo, no se pueden poner en

biyeccién con N (pero esto es algo mds dificil probarlo).

’
’



1.2. El conjunto R

(Qué son exactamente los niimeros reales? Sabemos que 5, —8/5, V2, 7, e,.. lo son, que los tres
dltimos no son racionales y no se pueden expresar sin utilizar infinitos decimales, que no se pueden
escribir como una fraccién. Se saben resolver algunas ecuaciones con coeficientes reales, trabajar con
desigualdades... Se podria trabajar s6lo con esta idea intuitiva, pero en matemdticas a veces la intuicion
engafia. Convendria tener una definicion rigurosa del conjunto R de los niimeros reales. Lo mas serio
(pero muy largo) serfa construir los reales a partir de los racionales. Para ahorrar tiempo, definiremos
R como un conjunto de objetos bésicos que satisfacen unas propiedades dadas que tomaremos como
axiomas (si se construyese R estas propiedades serian teoremas que habria que demostrar). De ellas se
podrian deducir el resto de propiedades que nos permiten hacer cdlculos con reales (tampoco lo haremos
(seguiria siendo demasiado largo), pero es interesante leer el Spivak para ver como se hace). Asi pues,
definimos a partir de las propiedades vistas para Q:

Axiomas del | R es un conjunto que posee las propiedades 1), ..., 6) de cuerpo
conjunto R | ordenado y ademas satisface el axioma del extremo superior

El dltimo axioma (que vemos algo mas adelante, pues exige alguna definicion) distingue R de Q .

Gracias al orden de R tiene sentido la representacién usual v
de R como una linea recta, asociando a cada nimero real un Sia

punto de la recta. Es tan comiin que se utilizan indistintamente =~ —8/5 0 5
los términos ‘conjunto de nimeros reales’ y ‘recta real’; ‘ndmero real’ y ‘punto’.

A partir exclusivamente de los axiomas se podrian demostrar todo el resto de propiedades de
los nimeros reales que se habran utilizado en cursos anteriores. Repasamos sin demostrarlas
algunas referentes a desigualdades, porque suele haber problemas en el trabajo con ellas:

Teorema:

a<b=a+tc<b+c,a—c<b—c |a<b,c<d=a+c<b+d,a—d<b—-c
a<b,c>0=ac<bc,afc<b/c|a<b,c<d=ac<bd,siab,c,d>0
a<b,c<0=ac>bc,afc>b/c | al/c<b/d< ad <bc,sia,b,c,d>0
l<a=a<d®;0<a<l=a>d’ | a<b<1/a>1/b,a><b* Ja</b,sia,b>0

Todas las desigualdades son validas sustituyendo los < por < (menos los > 0 6 < 0).

[En estos apuntes (y como siempre se hace) \/a representard siempre sélo la raiz positiva del nimero
a>0; el otro nimero real cuyo cuadrado es ese nimero a se debe representar por —+/a ].

Ej. Determinemos todos los reales x que satisfacen: | x? +% >3

Si x=0, el cociente no esta definido. Si x7#0, como es licito sumar o restar a ambos lados,
la desigualdad equivale a: x>+ % —3= ’“3*3’67”2 > 0. El cociente serd positivo si y sélo tienen el
mismo signo denominador y numerador. Para conocer el signo de éste necesitamos hallar sus
raices. Aunque esto es complicado en general, es claro aqui que x=1 lo anula, y asi, dividiendo
por (x—1), tenemos que x> —3x+2=(x—1)(x>*4+x—2)= (x—1)?(x+2) . Como el numerador es
estrictamente positivo si x>—2, x# 1 y negativo si x<—2, los x buscados son:
{x:x<-260<x<16x>1} ——)———— ——— O—(O—
-2 0 1
Podriamos haber operado de otra forma, multiplicando ambos miembros por x, pero teniendo
siempre cuidado con que al multiplicar por nimeros negativos las desigualdades se invierten.

Si x>0, la desigualdad equivale a x> —3x+2 = (x—1)?(x+2) > 0 — todo x>0 con x#1 .
Si x < 0, cambia la desigualdad: x> —3x+2 = (x —1)>(x+2) <0 — todox < —2.



A cada x€R podemos asociar un real positivo |x|, valor absoluto de x, definido por:

’x’:\/;:{x six>0 X: - %

—x six<0

|x| representa la distancia de x al origen y |x — y| la distancia de x a y (tanto si y > x como si x > y)

Propiedades inmediatas a partir de la definicién son:

xy| = Ixllyl s = <x < x|

Probemos otras que utilizaremos en muchas ocasiones:

> =22, x| =] —x

B

Teorema:’Seaa>O: x| <ae —a<x<a; |x|<a<:>—a<x<a‘

=)si|x|<a=—|x|>—a=—a<—|x|<x<|x|<a : = :

a

“)sea—a<x<a;six>0,]x=x<a;six<0,|x| =—x<a;por tanto, Vx, |x| <a

[con el < se demostraria igual; del teorema se deduce, desde luego, que
|x| >a< x<—a 6 a<x, puesto que la afirmacién ‘p < ¢’ equivale a la ‘(no p) < (no q)’]

|x+y| < |x|+|y| (desigualdad triangular) ;
Teorema:
el =l < e =y < Ixl+ Dyl s [lxl =Dl < eyl

(Ix+y)? = (x+y)? =52+ 2xy 4+ 3> < x>+ 2[x[ly| + [y[> = (|x]+[])* = [x+y] < |x]+ ]|
x| = [x—=y+y| < [x=y|+y[ = x| =y < [x=y] 5 |x=y| =[x+ (=) < |x[ 4] —=y| = [x] +]y|
[ = [yl < e=y|5 [yl =[x < x=y[ = x| =y = =|x=y[ = | [x| = [y| | < |x— ]

Ej. Determinemos los x que satisfacen: | [\/x—2| =x

Six < 0, laraiz no estd definida. Desarrollando (para x > 0 ) el valor absoluto tenemos:

IVx—2| = VX—2 siy/x>2,esdecir, six >4
Tl 2—vx siy/x <2 esdecir,si0<x<4
Vi=x+2six>4=x>+3x+4=0

¥ por tanto, |\/;C_2|:x®{\/;f2xsi0§x§4:>x25x+4O

El primer polinomio de segundo grado no se anula para ningin x real. El segundo para x = 1
y para x = 4 (ambos en la regiéon 0 < x < 4 en que estamos). Pero sélo es vilido x = 1
(|1 =2| =1). El otro real x = 4 no cumple la igualdad: |2 — 2| # 4 (nos lo hemos inventado
al elevar al cuadrado).

Ej. Hallemos los x que cumplen: ’x2—1| <3 |e-3<x-1<3s-2<x<4.

Ambas desigualdades se cumplen si y sélo si |x| < 2 (< x> < 4;
la primera es cierta Vx). Podemos llegar a lo mismo discutiendo las ~ ~—&mTg— 5
posibilidades del valor absoluto (m4s largo):
) X2 —1silx|>1 P<Adsix>1—1<|x <2
3 Z |X — 1| = 2 . 2 .
1—x"sifx| <1 x*> =2 si|x| <1 —todo x| <1

Ej. Probemos ahora que para todo x se cumple ’ —8<|x—=5—|x+3] <8 ‘ .

Los teoremas aseguran: |x| —5 < [x—5| < [x[+5, |x| =3 < |x+ 3| < [x| +3 . Por tanto:
|x—5] = |x+3] < |x|+5—[]x| — 3] = 8 (mayor—menor) y
|x—5| —|x+3] > |x| = 5 — [|x| + 3] = —8 (menor—mayor)

También lo podriamos haber hecho expresando los valores absolutos segtn los valores de x .



Para enunciar el axioma del extremo superior necesitamos unas definiciones previas:

Un conjunto A C R se dice acotado superiormente (inferiormente) si existe
keRtal que a<k (a>k) paratodo acA. A un real k con esa propiedad se
le llama cota superior (inferior) de A. A se dice acotado si lo estd superior e
inferiormente (< Jk tal que |a| <k, VYa€A).

Ej. R = {x: x>0} no es acotado, aunque si lo estd inferiormente (por —7, por el propio 0 ...).

A={x:0<x<7} — O m——-— estdacotado

[cotas superiores: v/93 , 7 (1a menor), .. .; cotas inferiores: —13, 0 (la mayor), ... ].
B={l:neN} Q&= 'p 112 1 también lo estd

[cotas superiores: 7 , 1 (Ia menor), ...; cotas inferiores: —3, 0 (la mayor), ...].

Extremo superior (o supremo) de A es la menor de sus cotas superiores. Es decir:

s€R es el extremo superior o supremo de A [ supA ] si:
i) s es cota superior de A, ii) si k es cota superior de A entonces s<k.

[Se define andlogo extremo inferior o infimo de A [ inf A ], mayor de las cotas inferiores].

El supA puede pertenecer o no a A ; si pertenece se le llama maximo, es decir:

MeR esel maximo de A [maxA]si MEAy a<M,VacA ‘(anélogamente, minA)

Ej. Z, sin cotas superiores ni inferiores, no puede tener ni supremo ni infimo. 7 es el supremo del
A de antes (es la cota superior mds pequefia), pero no es maximo, pues 7¢A; 0 es su minimo
(y, por tanto, su infimo). Para B, 1 es el maximo (y supremo) y O el infimo (no minimo).

Axioma del Todo conjunto no vacio de niimeros reales acotado
extremo superior: | superiormente posee eXtremo Superior.

[no es dificil demostrar que la afirmacién: ‘todo conjunto no vacio de nimeros
reales acotado inferiormente posee extremo inferior’ es equivalente al axioma]

Este axioma precisa la idea intuitiva de que los niimeros reales 0 312
‘llenan del todo’ la recta real. Como ocurria en Q, entre todo par i I

de reales distintos existen infinitos reales (infinitos racionales e 2 —>mosondeQ =2

infinitos irracionales). Pero a pesar de estar también los elementos de Q ‘tan cerca unos de otro como
queramos’, dejan sin embargo ‘huecos’ entre ellos (los puntos ocupados por los infinitos irracionales).
Por eso hay conjuntos acotados en Q sin supremo. Por ejemplo, {x€ Q : x> <2} es un subconjunto de Q
con cotas superiores racionales ( 3/2, por ejemplo) pero no existe ninguna en Q que sea la mds pequefa.
Dada cualquier cota racional siempre puedo dar otra menor (mds cercana al irracional /2 ). El mismo
conjunto, visto como subconjunto de R debe tener supremo: v/2 lo es.

Los siguientes subconjuntos de R van a aparecer un montén de veces en estos apuntes:

Intervalos. Dados a < b se define:

’ intervalo abierto (a,b) = {x:a<x<b} ; intervalo cerrado [a,b] = {x:a<x<b} ‘

—O——)—— 7 — O——) ——
a 'y b no pertenecen —© ° a 'y b sipertenecen —@ >

[a,b) ={x:a<x<b}; (a,°)={x:a<x}; (—eo,b)={x:x<b}
(a,b] ={x:a<x<b}; [a,)={x:a<x}; (—eo,b]={x:x>b}

[ e no es ningtin nimero real, es s6lo notacién]




Se llama | entorno de centro a y radio r>0 a B(a,r) = {x: |x—a| <r} = (a—r,a+r)

[es decir, al intervalo abierto de longitud 27 centrado en @ @ S mm—|t—— |

Los intervalos abiertos y cerrados son casos particulares tipos de conjuntos que son importantes
en matematicas mas avanzadas: los conjuntos abiertos y cerrados que vamos a definir:

Def Sea ACR y a€A. a es punto interior a A si existe >0 tal que B(a,r) CA.
| A es abierto si todos sus puntos son interiores.

Def Sea ACR. p es punto de acumulacién de A si en todo | [ p no tiene que
" | entorno de p existen puntos de A distintos de p. estaren A .

Es decir, si llamamos B*(p,r) = B(p,r) —{r} ={x: 0 < [x=p| <7}, _OmmmmmmmO—
p es de acumulacién de A siparatodo r>0 es ANB*(p,r) # ¢ . pr  p  pir

Def. ’ A es cerrado si contiene a todos sus puntos de acumulacion. ‘

Ej. [a,b] no es abierto porque no todos sus puntos son interiores; - O —(————

hay dos de ellos que no lo son: a y b (los demds si lo son); por muy a b
pequefio que sea r, B(a,r) ¢ [a,b] (hay puntos de B(a,r), los de la izquierda de a, que no son de
[a,b]). Para ver si es cerrado, localicemos sus puntos de acumulacién: cualquier p ¢ [a,b] no lo es, ya
que un entorno suyo suficientemente pequefio no contiene ningin punto del intervalo; todo p € [a,b]
(incluidos a y b ) es de acumulacién pues cualquier entorno suyo contiene infinitos puntos de [a,b].
Como [a,b] contiene a todos sus puntos de acumulacién, es cerrado.

S (0,00) si es abierto, pues todos sus puntos son interiores. En efecto, sea
0 0 X 2x x€(0,00) . Ir = x (0 cualquier r < x ) tal que B(x,r) = (0,2x) C (0,).
A O — (0,20) no es cerrado, pues 0 ¢ (0,0) y es de acumulacién del conjunto.

{1:neN} tiene un tnico punto de acumulacién (el 0) que no

n . . Q <— 1/3 172 1
pertenece al conjunto: no es cerrado. Tampoco es abierto, pues — —#H-H—+————t +
tiene puntos no interiores (ninguno lo es).

{neN:nesdivisorde 12} = {1,2,3,4,6,12} es claro que tam- ——eo—o—0—0—(0———(———0—
poco es abierto (puntos no interiores), pero este conjunto si es 01234 6 12
cerrado, pues contiene a todos sus puntos de acumulacién (al conjunto ¢ (no hay ninguno)).

Teorema: ’ A es cerrado si y solo si su complementario R—A es abierto. ‘

Sea A cerrado: tomemos cualquier a € R—A < a ¢ A = a no es de acumulacién de A
= Jrtal que B(a,r)NA = ¢ = B(a,r) C R—A = R—A es abierto

Sea R—A abierto. Probemos que A es cerrado probando: ‘a ¢ A = ano es de ac. de A’:
a¢ A= aec R—Aabierto = 3r/B(a,r) C R—A = B(a,r)NA = ¢ = ano es de ac.



2. Funciones, sucesiones, limites y

continuidad en R

2.1. Funciones reales de variable real

Def.

Una funcién f es una regla que asigna a cada uno de los nimeros
x de un conjunto D C R un tnico nimero real f(x). A D=domf | f:D — f(D)

se le llama dominio de f. y = f(x) es el valor de f en x. Imagen x—y=f(x)
orecorrido de f es f(D) =imf ={f(x): xeD}.

Muchas veces f admite una expresién algebraica como f(x) = |x| , f(x) = senx,...), pero otras no serd
expresable ni con palabras. Una f estard determinada si conocemos todos los x de D y los valores y
correspondientes. Esto lleva a una definicién mads tedérica, aunque mas precisa:

Def.

dos distintos con el mismo primer elemento.

Una funcién f es un conjunto de pares ordenados que no contiene

[Asi, la “funcién |x|” serfa {(x,|x|) : x € R} ]

(Si no se precisa mas, domf es el conjunto de x para los que f tiene sentido).

Geométricamente, f se puede representar en un sistema de coor-
denadas como un conjunto de puntos (grafica de f) en el plano
xy. Asi, la grifica de f(x) =mx+b es un conjunto de puntos que =

constituyen una recta (m es su pendiente y b su corte con el eje y ).

Dadas dos funciones f y g se pueden definir otras funciones f+g, f—g, f-g, f/g y fog:

Def.

(f+8)(x) = flx)+g(x), (f—g)x) = f(x)—g(x), (f-8)(x) = f(x) g(x) para
x €domfNdomg. (f/g)(x) = f(x)/g(x) para x €domfNndomg N{x: g(x) # 0}.
(fog)(x) = f[g(x)] (composicion de f y g) para x con xedomg y g(x) €domf.

Suma y producto de funciones, como es inmediato ver, son conmutativas, asociativas y hay
distributiva; la composicién es asociativa, pero no conmutativa:

Si f(x) =x%, g(x) =2x—1 setiene que (fog)(x)=4x>—dx+1#2x>—1=(gof)(x).

Ej.

Def.

Ej. f(x)=|x| noesinyectivaen A=R (a x y x*=—x les corresponde el

Def.

fesinyectivaen ACR si f(x) = f(x*) = x=x", Vx,x* €A
[0 1o que es 1o mismo, si x # x* = f(x) # f(x*)].

mismo valor). Siloes en A=[0,),0en A=[-7,—1], por ejemplo.

La gréfica de una funcién inyectiva no corta mds de una vez cualquier recta horizontal.

Si f:x — y=f(x) es inyectiva existe la funcién
inversa f~':y—x=f"1(y).

flifA)—A
y=f(x) =x=1""()

[Si no es inyectiva, o sea, si hay x#x* con f(x)=f(x*)=y, no podemos asignar un tinico x al y].

En términos de pares ordenados, la funcién inversaes f~! = {(y,x) : (x,y) € f} .



Propiedades inmediatas son:

domy1=imf ,imf=dom, (Flop)0 = (for N0 =x N
La grafica de f(x) y lade f~!(x) son simétricas respecto a la recta /
y=x [pues (x,y) e (y,x) lo son]. Para escribir y=f~!(x) explicita- / —

mente (cuando se pueda; en general serd imposible) se despeja la x Y
en funcién de y de y=f(x) y se cambia el nombre a las variables.

1/3

Ej. Lainversade y = x> —5esy = (x+5)'/3 [pues x = (y+5)'/3 al despejar].

f es estrictamente creciente en A C R si Vx,x* € A con x < x* se tiene
f(x) < f(x*) . Es estrictamente decreciente si f(x) > f(x*). Es creciente
si f(x) < f(x*) . Es decreciente si f(x) > f(x*) . Cualquiera de ellas se dice
monotona (estrictamente monétonas, las dos primeras).

Def.

Ej. f(x) = [x] = mdximo entero menor o igual que x [llamada
‘parte entera de x’] es creciente en todo R [no estrictamente].

Ej. f(x) = |x| es estrictamente decreciente en {x < 0}
y es estrictamente creciente en {x > 0} .

Teorema: ’ f estrictamente mondtona en A = f inyectiva en A ‘ [y existe su f~!]
[six #x* obienes f(x) < f(x*) obien f(x) > f(x*) ]

[Para ver si una f es monétona (y por tanto inyectiva) acudiremos en el futuro a las derivadas].

Definicion y graficas de las funciones elementales:

y=x", y:xl/”:\’/)?, neN

Cuando n impar, y = x" es inyectiva en todo R
yes f(R) =R. Su inversa x'/" estd definida en
R y su imagen es R. Si n par, no es inyectiva
en R. Se llama entonces y = x'/" a la inversa de
y = x" restringida al intervalo [0,e), con lo que .
la y = x'/" tiene por dominio e imagen [0,%0) (la S
funcién y = —x'/, para n par, es la inversa de ]

y =x" restringida a (—oo,0]).

y:xfn:l l/X2
x"l
_ —l/n _
y=x T xl/n
neN
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Las curvas (conicas):

(=@ +(—b)* =

(circunferencia)

R | Z+p=1]@. |5-h=1||p-5=!
(elipse) (hipérbolas)
b &

SIELLLS

(
\U

s
s

.
o

No definen una tnica funcién (por ejemplo, (o) define dos:

y=2

al—x2 e vy

= — az

b
a

Funciones trigonométricas (siempre en radianes):

f se dice par si f(—x) = f(x) e impar si f(—x) = —f(x) ;
f es de periodo T o T-periddica si f(x+T) = f(x) Vx .

Unas definiciones antes:

e,
COS X, e, sen x
“‘ " 0.’
.0‘ . .0‘.
& N e,
—7T o : . s
A o 2, N
o*—71/2 W4 2 e,

0
LT

senx y cosx son de periodo 27, senx es impar
y cOsx es par, tanx es 7-periddica e impar.

Aceptaremos la definicién cldsica de [dado un
nimero x, se toma el punto P sobre la circunferencia
unidad tal que x sea la longitud del arco que une (1,0)

senx

longitud x

—x%, x € [—a,ad]).

tan X,

=

/2,

con P; el angulo orientado formado por las semirrectas
que unen (0,0) con ambos puntos es el dngulo de x ra-

dianes y senx es la ordenada de P], a pesar de no ser
nada rigurosa, por basarse en el concepto de longitud de
una curva cuya definicidn no tenemos bien establecida.
[Se le puede dar rigor utilizando integrales, lo mismo que a senx : ver Spivak].

A partir del senx definimos:

cosx =sen(x+ %)

, Vx s

Jsix# Xk, keZ,

[Nos serd mads util esta definicién de cosx que la equivalente ‘abscisa del punto P’. Las otras
clésicas funciones trigonométricas cotanx, secx y cosecx no serdn utilizadas en estos apuntes,
puesto que se pueden expresar ficilmente en términos de las dadas].

Admitimos que sus gréficas son las de arriba y repasemos algunas de sus propiedades clédsicas

[algunas otras se proponen en los problemas].
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Recordemos primero la equivalencia entre grados y radianes. Como un dngulo recto son 7

radianes (la longitud de la circunferencia unidad es 27) 0 90°, es a = 180 L radianes. En particular,
los famosos dngulos de 30°, 45° y 60° son, respectivamente, ¢, 7 y § radianes.
Las funciones trigonométricas tienen una infinidad de valores exactos conocidos como:
sen (kx) = cos (5 +kx) =tan (km) =0,
sen (% +2km) = cos (2kmw) = 1, sen(—% +2km) = cos[(2k— )] = -1,
que son inmediatos, y los siguientes que se deducen facilmente del teorema de Pitdgoras:

T _ 1 T e V2 T _ e ® V3
senZ=cosf =3, senf=cosf =%, senf=cosk=2%
tang—g, tanf =1, tan%zﬂ

(ademds de los similares de otros cuadrantes). De Pitdgoras también se deduce:

1
cosZa

sen?a+cosla=1 = l+tana=

A partir de las dltimas igualdades es fécil hallar, dada cualquiera de las razones trigonométricas
de un dngulo y el cuadrante en el que se encuentra, los valores de las restantes:
Ej. Sitano = —% yae (37”,271:) , los valores del seno y el coseno de este dngulo son:

1 _ 1 _3
VittanZa  4/1+(16/9) 5

Mas dificiles de probar son las siguientes importantes identidades (validas Va, b):

coso = + senoc:cosatana:—%.

’ sen(a+b) =senacosbh+cosasenb , cos(a+b) =cosacosbFsenasenb |,

pero a partir de ellas ya es facil comprobar todas las siguientes (de hecho, nos bastaban las
férmulas para a+b , pues las de a—b son consecuencia inmediata de ellas). Por ejemplo:

’ sen2a = 2 sena cosa , cos2a = cos?a — sen’a ‘: 1 —2sen’a=2cos’a—1

=| sen’a = 3 [l —cos2a] , cos’a = 5 [1 +cos2d]
Ej. Calculemos usando las igualdades anteriores el cos 3152” .
35z 35m 1lx T\ _ v
Primero observemos que cos %3¢ = cos( 55t —27) = €08 -j5- = COS(T — {5) = —Cos {5 .
2 1 _2+V3 3sm_ 1
Como cos?(5) = 5[1+cos ] =252 = cos L = —1v/2+/3.
80 mA o T T_m\y_ _1Vv2_ V3V2_ _ V2+V6

Podemos dar una expresién mds bonita: —cos {5 = —cos(5 —§) = —5 %5 — 5 5 = — ¥

Veamos otras propiedades que también utilizaremos. Esta es casi inmediata:

__ tanattanb __ _2tana
tan (a +b) = 1 Ftanatanb = tan2a = 1 —tan?a

En las siguientes basta desarrollar los segundos miembros:

senasenb = J [cos (a—b) — cos (a+b)]
cosacosb = % [cos (a+b) +cos (a—b)]
senacosb =  [sen(a+b)+sen(a—b)]
En la dltima, llamando A=a+b y B=b—a, resulta ser a = 2 Byp= A+B con lo que:

senA —senB =2 senAgB cos A;B

12



. - Para definir las funciones trigonométricas inversas debemos res-
%, arccop x tringir los intervalos de definicidn para que senx, cosx y tanx sean
. . .
*, inyectivas:
’0
*, T T
/‘;.‘ _______ arcsenx (dom=[—1,1], im=[-%,%])
T e, A . . .
*, /- es la inversa de senx restringidaa [—%,7].
*
* .
L% arccosx (dom=[—1,1], im[0,7] )
: i
-1 1
arcsepn x

(El arco seno de un x no es simplemente ‘el dngulo cuyo seno vale x’
2 de [0,27]).
arctanx [dom: R, im

es la inversa de cosx restringida a [0, 7] .
hay infinitos x con el mismo seno; incluso hay 2 si sélo nos preocupamos

:(7[71'

/2
-3.3)]
es la inversa de tanx definidaen (—%,7) .
Ej. arctan(tan %”) = arctan(—1)

arctan x
-

Exponenciales y logaritmos:

—11/2

La funcién arctanx aparece muchas veces en el cdlculo, por ejemplo hallando primitivas.

logx=Inx = vt

1

b* es facil de definir si xe Q [ b™/" = /b ] pero no si x es irracional (;qué es 2% ?) y por
‘

tanto log,x tampoco tiene sentido. Definiremos primero el logaritmo neperiano asi:

,parax >0
[logx serd siempre neperiano, el decimal log;ox no se utilizard]

imagen es R. También admitimos las propiedades clésicas:

que es la forma mas corta de definirlo, aunque habria que esperar a las integrales para deducir
todas sus propiedades. Admitimos que logx es estrictamente creciente en {x > 0} y que su

log(a-b) =loga+logh , log} =loga—Ilogh , log(a‘)=cloga , sia,b>0
A partir de la funcién logaritmo, definimos:
es la inversa de logx , con

lo que su dominioes R y
su imagen x > 0.

X
- . b (b>1)
. B
L, (0<b<1)"-.“ P
W =eblogx | x>0 -/ ,.ﬂx —/ o
(b>0,¥x: 1/ A/
’ R log.x™
_IOgX b>09b#1, ‘ . b
logbx = @ . x> 0. (O<b<l)
De estas definiciones se podrian deducir:
=1, b =pp, b=

(b*)” = b [ b* representa siempre b) ],
Las definiciones son naturales, si han de satisfacerse estas propiedades. Asi, por ejemplo:

x” = [exponencial inversa del logaritmo] = (!°*)” = [pues (b*)’ = b¥']

— eblogx
[La definicién de arriba de x” sélo vale para los x>0 si b es un real cualquiera,

pero no olvidemos que, por ejemplo, si b=7 6 b=1/3 estd x” definida Vx].
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Mas en general (por este mismo argumento) se define:

f(x)80) = es@loglf(] | "para los x tales que f(x) > 0.

[Segtin la definicion dada, el nimero e seria aquel que cumpliese loge = [ % = 1. Utilizando

las propiedades de la integral se podria aproximar su valor, pero esto serd mucho mds corto
hacerlo cuando estudiemos Taylor. Admitimos que aproximadamente es e ~ 2.7182818... ].

Acabamos con las funciones hiperbélicas (seno, coseno y tangente hiperbdlicas) definidas:

X _ A—X X —X
shx:%,chx:%, Mlx \Mlx ! th x
shx
thx=—,V
T A ‘ . -l

Tienen propiedades similares a las trigonométricas (todas muy faciles de comprobar):

sh(—x) = —shx, ch(—x) = chx, th(—x) = —thx, ch’x —sh’x =1, l—thzx:ﬁc e
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2.2. Sucesiones de numeros reales

{an} = ay,ay,...,a,,... es una sucesion: a cada natural n corresponde un real a, .

Matematicamente, como una funcién es una regla que asigna a cada elemento de un conjunto un tinico
elemento de otro:

a:N—R

Def. ’ Una sucesion de niimeros reales es una funcién de N en R _
n—a(n) =ay,

Una sucesion tiende hacia a si en todo entorno de a, por pequefio que sea, estan casi todos los términos de
la sucesion (todos salvo un ndmero finito). Por ejemplo {%} =1, %, %, ... tiende hacia 0 ya que fijado un
entorno cualquiera del origen todos los términos de la sucesién a partir de uno dado acaban metiéndose

dentro. Precisando:

{a,} tiene por limite a (o tiende hacia a o converge hacia a) si para todo €>0
existe un nimero natural N tal que para todo natural n >N es |a,—a| < €. Lo
representaremos por lim a, =a 6 a, — a . Si una sucesion {a, } no es convergente

n—oo n—o0

Def.

se dice divergente.

Esta definicién es la primera de las definiciones rigurosas de limite de aspecto similar que veremos en los
apuntes. Hagamos unas cuantas observaciones sobre ella:

Decir que |a,—a| <& es equivalente a que a, € B(a,€) . Para todo € hemos de encontrar un N
tal que ay,an+1,an+2,-.. estén dentro del entorno.

El N no es dnico: si los a, € B(a,€) para n>N , también estdn dentro para n>N* si N*>N.
No se trata de hallar el menor N, basta con dar uno para el que se cumpla.

En sucesiones escribiremos simplemente a, — a, pues sélo tiene sentido el limite para n — oo
(en funciones, la x podrd tendera 0, a o0, a —co,... y si habrd que precisarlo).

Ej. Formalicemos que % — 0: dado cualquier € (por pequefio que sea) /N
existe N tal que % <& .Portanto, sin>N, |%—O\ < % <E.

Se ve que N depende del € dado (si €=0,1, basta tomar N=11,

-&£ (0 ¢ <
pero para € =0,001 debemos tomar N =1001 o nimero mayor).

Ej. La sucesién {(—1)"} = —1,1,—1,1,... diverge, pues estd claro que no todos sus términos a
partir de un N estdn en todo entorno de —1, ni de 1, ni de cualquier otro real. Aunque haya
infinitos términos en cualquier entorno de 1 (por ejemplo) otros infinitos se escapan. Si € =2
todos los a, pertenecen al entorno B(1,2), pero esto debe ocurrir Ve y no sélo para € grandes.

El célculo de limites con € y N es, en general, complicado. Pero, gracias a los teoremas que veremos
(demostrados utilizando los €), s6lo en contadas ocasiones y para sucesiones muy extrafias deberemos en
el futuro acudir a la definicién. Para manejar ésta (en ejemplos y en teoremas) se suele partir de lo que
uno quiere hacer pequeiio ( |a, —al )y, tras algunos < 6 < (la desigualdad triangular suele aparecer), se
llega a una expresion de la que sea ya facil decir paraqué nes < €:

Ej. Probemos sélo con la definicién (pronto serd innecesaria) que {a,} = {2\\//2—151_} —2.
2 5" 5"=2| _57"+2 3 3 9
VntS™ 1| ‘g R I I R P
Vn+1 Vn+1 NG n € €2

Por tanto, dado cualquier €, si N es un natural > 9/ e?, para n>N se cumple que |a, —2| < €.
[No es la tinica forma de precisar el N, podriamos, por ejemplo, no haber quitado el 1 del
denominador y habriamos llegado a otro N; lo que, desde luego, no funcionaria seria empezar
haciendo |a, —2| <|a,|+2, pues no habria forma de hacer esto menor que cualquier € ].
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Teorema: ’ {a,} convergente = {a,} acotada. ‘

Sea e=1 (por fijar un nimero); sabemos que AN / sin>N = |a,|—|a| <|a,—a| <1, |a,| <|a|+1.
Por tanto, llamando M =max{|a,|,...,|an—1|,|a|+1} se tiene |a,| <M Vn.

No es cierto que toda sucesién acotada sea convergente. Por ejemplo, {(—1)"} es acotada y
diverge. Lo que si se deduce del teorema (no ¢ = no p) es que una sucesioén que no estd acotada
seguro que diverge.

Definimos ahora un par de tipos importantes de sucesiones divergentes (y no acotadas):

{a,} diverge hacia +oo ( lim a, = e ) si YK AN /Vn > N se cumple a, > K.
n—oo

Def.
¢ {a,} diverge hacia —co ( lim @, = —c0 ) si VK AN /Vn > N se cumple a, < K.
n—oo

[+o0 y —o0 son s6lo simbolos, no nimeros; estas sucesiones no convergen a ningtin nimero real]

.2 2 . .
Ej. % — oo, pues VK, ”zil > g > K sin > N con N cualquier natural > 2K .

—1,0,—-2,0,—3,0,—4,... nodiverge hacia —oo. A pesar de que contenga términos tan pequefios
como queramos, no es cierto que dado cualquier K queden a su izquierda todos los términos a
partir de un N (para los K < 0 es evidente que es falso). Claramente, tampoco tiende a 0 .

{an} es creciente si a, < a,.; Vn . {a,} es decreciente si a, > a,+1 Vn .

Def. . . p
¢ Cualquiera de las dos se dice monétona.

Ej. 13,23,33,43,53,... (no acotada, divergente hacia +oo) es creciente.
1,1,1/2,1/2,1/3,1/3,1/4,1/4,... es decreciente (y tiende hacia 0 ).

T {an} creciente y acotada superiormente = {a,} convergente.
eorema: . o
{a,} decreciente y acotada inferiormente = {a, } convergente.
El axioma del extremo superior asegura que {a, } tiene supre- N

mo al que llamamos a. Veamos que a es el limite de {a,} : —> v |

Sea € > 0, 3N tal que ay > a—¢€ (si no, existirian cotas mas
pequeiias que a ). Portanto, sin >N ,a>a, > ay >a—€ =
|an, —a| = a—a, < €. [Andloga la otra].

Dada una sucesion {a, }, se llama subsucesion de {a, } a cualquier sucesién formada escogiendo
ordenadamente infinitos términos de {a,} , es decir:

Def. | {ay;} =an,,an,,--- conlos n; €N tales que n; <np<--- es subsucesién de {a,}
. 1111 1 11 1 1 c1 1 1 1 . 1
EJ. 2947678270 " ° 1,ﬁ,m,m,m... O 255267275287 * son subsucesiones de {Z} .
No lo es, en cambio, %, 1, }L, %, %, %, ..., formada con elementos desordenados de { %} .

Estéd claro que si {a,} — a también cualquier subsucesién suya {a,;} — a. Por tanto, una
forma de probar que una sucesion no tiene limite es encontrar dos subsucesiones suyas
que converjan hacia limites distintos o alguna subsucesién que no converja.

[A las subsucesiones de las sucesiones divergentes pueden pasarle, sin embargo, todo tipo de cosas.
Por ejemplo, 1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,... tiene subsucesiones convergentes a infinitos limites distin-
tos (a cada nimero natural), otras que divergen a +oo y otras que no tienen limite ni finito ni
infinito; —1,0,—2,0,—3,0,—4,... tiene subsucesiones que tienden a 0 y otras a —oo; 1,2,3,4,...
no tiene subsucesiones convergentes... Si la sucesion es acotada veremos que si podemos sacar
alguna conclusién].
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Con los siguientes teoremas podremos calcular un montén de limites de sucesiones sin usar €
y N (s6lo los mas sencillos, otros muchos exigen técnicas de limites de funciones y habra que
esperar).

Si {a,} —ay {b,} — b entonces:
{an+b}—>a+b {an_b}ﬁa b, {anbn}ﬁab y51 b%o { }_>g‘

Teorema:

+)Dado &,3N,/n >N, = |a,—a| <5 y 3N,/n >N, = |b,—b| < 5.

Por tanto, |a, +b, — (a+b)| < |a,—a|+|b,—b| < €,si n>N=max{N,,Np} .

—) Casi igual que +).
) |anbn, — ab| = |ayb, — ab, + ab, — ab| < |a, — a||b,| + |b, — b||a| . Hagamos pequefio esto:
{b,} — b= dado €, 3N}, tal que n > N, = |b,—b| < ﬁ sia#0
(ysi a=0, |b,—bl|la| =0 < §);
{b,} convergente estd acotada: 3B tal que |b,|<B;y como {a,} —a,3IN, /n>N, =

gla _

2a] — €

|a, —a| < 55 . Por tanto: |a,b, —ab| < 55 +

2

a” . |ba, —ab+ab—ab,| [(g la||b|Ke __ . oz .
e b‘ = S Skt Sk =€ sin> N =méx{N;,N,,N3} donde:

como {b,} —-b#0, EIN1/nZNl:>\bn\2K>0;com0{bn}—>b,EIN2/nZN2

=|b,—b| < ‘leKf ;y como {a,} —a,3N; /n> N3 = |a, —a| < &E

Las operaciones que involucran las sucesiones que tienden a 4o 0 —oo son sélo algo mas com-
plicadas y vienen a formalizar la forma intuitiva en que se trabaja con los infinitos:

Sean {c,} = 0,{p,} = p>0,{q.} — g <0, {a,} acotada, {i,} — oo.
Teorema: | Entonces: {a, +i,} — o, {a,— iy} — —c, {chay} — 0, {an/in} — 0,
{Pnin} — >, {Qnin} — =%, {in/pn} — >, {in/qrt} T, ..

[como {c,}, {pn} ¥ {gn} estdn acotadas, los resultados con {a,} son también ciertos con ellas]
Probemos para cansarnos poco s6lo un par de ellas, por ejemplo la primera y la dltima:
Sea |a,| <A ,VK,a,+i, >i,—A>K ,puesi, > K+A, sin es suficientemente grande.
Singrandei, >0y 30/0 < g, <0=VK ,i,/q, <i,/Q <K, pues i, > OK si n grande.
Podemos abreviar el teorema (jpero recordando que es s6lo una notacién!) escribiendo:

“acotiw — :I:(X)” , “0~aCOt=0” , “a(;(’)t — 0’7 , “(:I:l) c00 — j:oo” , “% — :l:oo” Y.

y también es cierto: “eco+4 oo = 00", “o0. (doo) = Foo", “(—1) - (—o0) = o", ... Es tentador escribir
“1/0 =oo", pero es falso en general [ {(—1)"/n} — 0, pero su inversa {(—1)"n} no tiene limite].
Si es cierto que si {p,} — p >0, {c,} — 0y c, > 0entonces p,/c, — .

Los limites con potencias se deducirdn de los limites de funciones. Por ahora, admitimos:

Sean {b,} = b,{p,} = p>0,{q.} —¢q<0,{in} — o .Entonces:
Teorema: . " wosi p>1
[Py = pb i} — e (il = 0L = {53 20 L
Podriamos resumir: “col = 0™, “o0™l = (", “2% = 00" § ( é) =0”. Obsérvese que en ninguna

la base es negativa [por ejemplo, no estd escrito (—oo)! ni (—2)>]: las potencias racionales (y
menos las reales, definidas a través del logaritmo) pueden no existir [la sucesién{(—2)'/2"}, por
ejemplo, no existe para ningdn 7 ].
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A pesar de tanto teorema atn quedan las llamadas indeterminaciones que resumimos:

Hay que leerlas en términos de sucesiones. Asi, la primera dice que si dos sucesiones — o no se puede, en

25 o, n—n—0yn*—n— o).

principio, asegurar hacia qué tiende su diferencia (por ejemplo: n—n
Para resolver algunas bastard un truco algebraico como los de los ejemplos siguientes, pero en otros

casos, insistimos, se necesitard L’Hdpital o Taylor para halla los limites.

Ej. Gracias a todo el trabajo con los € ahora ya casi nunca habra que acudir a la definicién.

4 (=1 nt(=1)"/n 040 _ w4 (=1 1+ (=1)"/n 1401
3nd+2n  3+2/n? 340 7 3m3+2n 3+2/m? 340 3’
nt (1) ndk (D)0 et
3nd4+2n  342/n2 3+0

[Las tres son indeterminaciones y hay que reescribir la sucesion; en el cdlculo hemos utilizado
varios teoremas: 71> = n- (n-n) — oo porque el producto de dos sucesiones que tienden a o tiende
aco; (—1)"/n* — 0 porque “acotado/eo=0"; 1 +(—1)"/n* — 1 porque la suma de sucesiones tiende

a la suma de los limites; limites de cocientes, mas limites con c<...].

1 1 1 1 1
. Vni-1-n 1_173_% W« 1-0 " . Vnd—1—n n~nn  0-0
Ay 7 Seg 0 oblen Saot = T 7550 "
n n 5\/5*; n n Sin\/ﬁ

[Aqui hemos utilizado ademds que lim /a, =+/lima, y “\/o0c =" que son casos particulares
de los limites de potencias vistos; lo probaremos directamente en problemas].

Como se ve, para calcular limites de cocientes de polinomios o raices de ellos basta
comparar los términos con la maxima potencia de numerador y denominador (y se podrdn
hacer a ojo: si el numerador es mas pequefio, el cociente tenderd a 0, si ambos son del mismo
orden aparecen los coeficientes de los términos mds gordos y si el denominador es mayor el
limite serd + o — infinito).

(pares — 13,

. 13 . . . . L.
Ej. (—1)"—” diverge, pues hay subsucesiones con distintos limites .
n+1 impares — —13).

Ej. vi*—1—-n=n {,/n—n%—l} — “c0- (00— 1) = oo"

[Hemos sacado factor comtn (lo habitual para oo — o) para dejar claro que término mandaba].

. _ Wa—vn-1]ly/n+vn—-1] 1 .
Ej. Vn—vn—1= N e S Vi 0

[Los oo eran del mismo orden y ha habido que racionalizar; sacar factor comun no servia aqui].

1+-+n _ nn+l) . 1 [El nimero de sumandos crece con 7 ; no es cierto

n*+1  2(n>+1) 2 quecomo -5 — 0 nuestra sucesién también lo hagal.

Ej.

n? n? 1

R e TR P T s TR

Ej. [(-1)"+ \/71]3 — “(acot+oo)3 = 0o® = co"

L3t 142(2/3" 0 140 1
Ej. = N S
3kl 34(2/3» 340 3
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Ej. Calculemos el limite de a”" para todos los a € R sin hacer uso de teoremas no demostrados:

sia>1,a=1+h,con h>0;desarrollando el binomio:
a"=1+h)"=1+nh+--->nh>K,VK,singordo = a" — oo ;

sia=1, 1"=1,1,1,... — 1 (esto no es ninguna indeterminacién);

: _ 1 ! 0N .

S1 aG(O,l), 1/a>1, an—w—) ;—0 5

sia=0, 0"=0,0,0,... — 0 (no estaba en el teorema de las potencias) ;

siae (—1,0), a"=(—1)"(—a)" — “acot-0 = 0” (tampoco estaba);

sia=-1,(-1)"=-1,1,—1,1,... diverge;

sia<—1,d" =(-1)"(—a)";como (—a)" — oo, a" toma valores grandes
positivos y negativos = diverge (ni siquiera tiende a +-c0 0 —o0).

[Cuando veamos que senx, cosx, logx, ... son funciones continuas en todo su
dominio podremos decir que si {b,} — b entonces:

{senb,} — senb, {cosb,} — cosb, {logh,} —logh(b>0),...].

Damos para acabar definiciones y teoremas importantes en matematicas avanzadas (las usaremos en las
demostraciones de 2.4). El primer teorema es uno de esos tipicos de matemadticas que aseguran que existe
algo pero no dicen ni cémo es ese algo ni como buscarlo (y parecen no servir para nada):

Teorema: ’ Toda sucesién acotada posee una subsucesion convergente. ‘

Como {a,} es acotada, existe un intervalo cerrado [co,bo] D {a,}. Di- ek 1o,
vidimos [cg,bg] en otros dos iguales. En uno de ellos, al menos, hay

infinitos términos de {a,}. Le llamamos [c;,b;]. Volvemos a dividir y ¢
aelegir [cy,bs] con infinitos a, ... Tenemos asi una sucesion de interva-

e . Iy ¢, b,
los [ck,bk] , cada uno con infinitos términos de la sucesién. La sucesion

co,C1,... €S creciente y acotada superiormente por by . La bg,by,... es c;bmHb,
decreciente y cotada inferiormente por c¢g . Asi ambas tienen limite y es
intuitivamente claro que el limite de las dos es el mismo. Le llamamos a . Construimos una subsucesion
de {a,} que tiende hacia a: elegimos a,, € [co,bo|, an, € [c1,b1] con nj >ng (podemos, pues hay
infinitos a, en [cy;,b1]),... No es dificil formalizar que a,;, —a.

Ej. {senn} =0.841..,0.909.., 0.141..,-0.757.., -0.959.., -0.279.., 0.656.., 0.989.., 0.412.., ...
[funciones trigonométricas siempre en radianes]; parece no tener limite y se prueba (es dificil)
que es asi. Como es acotada, tendrd subsucesiones convergentes, pero no sabemos cudles.

La siguiente definicién tampoco tendrd mucha utilidad practica para nosotros:

Def. ‘ {a,} es sucesién de Cauchy si Ve IN € N tal que Vn,m >N se tiene que |a,—an| <€ . ‘

[la diferencia entre dos términos suficientemente altos es tan pequefia como queramos]

Parece claro que si todos {a,} se acercan a un limite se acercardn también entre si, es decir, que toda
sucesion convergente serd de Cauchy. Lo contrario también es cierto para las sucesiones en R:

Teorema: ’ {an} converge < {a,} es de Cauchy ‘

=) VedIN / k>N = |ax—a| < § ;asipues,sin,m >N, |a, —an| < |a,—a|+|an—a| < §+5 =¢.
<) Se puede probar que: {a,} de Cauchy = {a,} acotada (la demostracién es parecida a la

de las convergentes). Por lo tanto, existe subsucesion {a,,j} convergente hacia algtin real a.
Veamos que toda la sucesién {a, } tiende hacia ese a :

{an} de Cauchy = 3N tal que n,n; > Ny = |ay —ay;| < 5 .
{anj} convergente = JN, tal que n; > N, = \a,,j —a| < % .

Por tanto: |a, —a| < |ay, —an,|+ |an;, —a| < §+5 =¢€ si n>N=mix{N;,N>} .

19



Un conjunto se dice completo si toda sucesion de Cauchy converge hacia un elemento del propio conjun-
to. Acabamos de ver que R lo es. Pero, por ejemplo, Q no lo es: hay sucesiones de Cauchy en Q que no
convergen a un racional (como la 3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, ... obtenida afiadiendo decimales
de 7, que es de Cauchy pero su limite se escapa de Q). Ello se debe a la inexistencia en Q del axioma
del extremo superior (por esta misma razén, en Q hay sucesiones mondétonas y acotadas sin limite en
Q o sucesiones acotadas sin subsucesiones convergentes en Q). La definicién de conjunto completo es
importante en andlisis funcional.

El dltimo resultado relaciona conjuntos cerrados y sucesiones y lo utilizaremos en demostraciones:

Teorema: ’ Si {a,} —ay {a,} CAcerrado=acA ‘

Pues el limite de una sucesion, si tiene infinitos términos distintos, es un punto de acumulacién
de ella, y, por tanto, también de A que es cerrado. Y si {a,} toma sélo un nimero finito de
valores, debe ser a, = a a partir de un N, con lo que, claramente, a € A .

[Para abiertos es falso: hay sucesiones {a,} C A abierto cuyo limite ¢ A,
como le ocurre a {1}  (0,1)].
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2.3. Limites de funciones y funciones continuas

f tiende a L (o tiene por limite L) cuando x tiende hacia a si
Def.| Ve >0 36 >0 tal que si x cumple 0 < |[x—a| < & entonces |f(x)—L|<€.
Esto se representa: f(x) — L obien limf(x)=1L.

X—a

X—a

[Es decir, Ye>0 35 >0 talquesi x € B*(a,8) = f(x) € B(L,¢) ].
[En la definicién estd implicito que a es punto interior de domf U {a} para que f tenga sentido en
B*(a, ) ; también estd claro que no importa nada el valor de f en a, ni siquiera si f estd o no definida
en el punto].

Gréificamente: Para todo [H debe ser posible encontrar =5 P ;_ _ _/(__'_
tal que M esté dentro de labanda 77 '—H """"" x’
, __________ L—ehkd- -~ 7- A _, __________

[evidentemente el & no es dnico: si hemos encontrado = ]
.. . % 2 ~ a-5 a a+d
un d nos vale también cualquier 8* més pequefio].

Ej. fi(x) =x*. Grificamente parece claro que lim f](x) = a*> Ya . Comprobémoslo para a =0 :
X—a

Dado cualquier € debe ser [x2—0?|=|x|* <& si [x—0|=|x| es

suficientemente pequefio. Tomando 8 =+/¢ se tiene que:
0<|x|<8=hxf*<e.

[Para otros a no es fécil hallar el limite utilizando simplemente

la definicidn, pero serd un limite trivial cuando dispongamos de
los teoremas que veremos].

Ej. fo(x) =x>arctan . Esta funcién no estd definida en 0, pero veamos que f>(x) —0 si x — 0.
Como |x*arctanl| < Z|x3| = Z|x|?, bastard tomar |x| < § = {/2 para que |x*arctanl| <e.
[Como siempre, para trabajar con definiciones de este tipo partimos de lo que

queremos hacer pequefio y utilizamos desigualdades crecientes hasta que quede
claroel 0 que garantiza que lo inicial es < €1].

. | =1 5s1x<0 —1sia<0
Ej. fa(x)= { | sirspo - Bsclaroque f3(x)xja { | siasqo (bastatomar o <lal).
Pero no tiene limite cuando x — 0. Para € < 1 hay x con |x| < & ¢
para los que |f3(x)—L| > €, por pequefio que sea &, sea quien ==
—

sea L (1, —1 u otro nimero).

[La negacion de que f — L si x — a es esta afirmacion: existe un € tal que paratodo O existen
x con |x—a| < & pero cumpliendo |f(x)—L| > € (la negacién de que ‘en toda clase hay algiin
estudiante que, si se examina, aprueba’, es que ‘hay una clase en que todos los estudiantes que
se examinan suspenden’)].

Pero f3 seacercaa 1 6 —1 cuando x — O si s6lo miramos los x positivos o negativos.

Definamos limites laterales:

f — L por la derecha (izquierda) cuando x—a | lim f(x)=L (lim f(x)=L )]
Def. x—a x—a~
si Ve>036>0 tal que si x cumple 0<x—a<0 (0<a—x<9d)= |f(x)—L|<€.

Como 0<|x—a|<d & 0<x—a<d y 0<a—x< 0, esinmediato que:
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Teorema: | lim f(x) =L < existen lim f (x) y lim f(x),y coinciden con L
X—a x—a-

Xx—a

Por tanto, si no existe un limite lateral, o si existiendo no coinciden, no existe el limite.
Ej. f3(x) — 1, pues Ve, para cualquier 8 que escojamos, si 0 <x < 6 es |f3(x)—1|=0<¢€.
x—0
f3(x) — —1,pues Ve para cualquier 8, 0 <—x< 8 < -8 <x<0= |fz3(x)—(-1)|=0<e€.
x—0
Esto prueba que no existe el lfng) f3(x). [Siexisten lim f3(x) = lim f3 x)=1= lfn} f3(x) 1.
X— x—1- x—1 x—
En general, para ver si una f tiene limite no sera necesario calcular los laterales. Sé6lo lo

haremos cuando cuando la f sea diferente a ambos lados de a (como en el ejemplo anterior en
x=0).

El siguiente teorema serd muy util para demostrar facilmente bastantes otros usando las propie-
dades de las sucesiones y, en el futuro, para calcular limites de sucesiones que ain no sabemos
hacer.

Iim f(x) = L < toda sucesion {a,} Cdomf—{a} con {a,} — a
n—oo

. X—a
Teorema: satisface {f(a,)} — L.
n—oo

=) Sabemos que Ve 36 /si 0< [x—a| <8 = |f(x)—L|<E€.
Como a, —a,3N/n>N = |a,—a| <8 = |f(a,)—L|<E,
conlo que {f(a,)} — L.

<) Si f(x) no tiende a L existe € >0 tal que para todo 6 > 0

existe algin x con 0 < [x—a| < & pero |f(x)—L|> €.
En particular, para todo n existe algin a, con 0 < |a, —a| < 1 pero |f(a,) —L| > ¢€:

existe, pues, {a,} que converge hacia a pero con {f(a,)} /4 L.

Gracias al teorema, para ver que una f no tiene limite en a bastard encontrar una {a, } (formada
por puntos de domf) que tienda hacia a y tal que {f(a,)} diverja, o bien encontrar dos sucesio-
nes {a,} y {b,} tales que { f(a,)} y {f(bn)} tiendan hacia distintos limites. Esto puede permitir
formalizar de forma sencilla la no existencia de limites sin tener que acudir a la negacién de la
definicién:

Ej. Como a, = # — 0 pero {f3(a,)} =—1,1,—1,1,... diverge = f3 no tiene limite en x =0.

[Para otras sucesiones b, — 0 si existe el limite de {f3(b,)} (por ejemplo, para cualquier {b,}
con b, >0 dicho limite es 1); pero el teorema pide que todas converjan y que el limite de todas
sea el mismo].
Ej. fa(x)= (]) S1x ,raClO.nal . Intuitivamente parece claro que f; no tiene limite para ningtin a (racio-
si x irracional . . . .
nal o irracional). Por ejemplo, no puede tender f; hacia 1
___________________ cuando x — a pues por pequefio que sea el 6 hay x del en-
trrrrfr It torno (los irracionales) con |fy(x)— 1] > € (paralos € < 1).
Lo mismo sucede con otros posibles limites. Esto es mucho
mds facil de formalizar con sucesiones: f4 no tiene limite
en a pues si {a,} es una sucesién de racionales y {b,} de
irracionales tendiendo hacia a, se tiene que fi(a,) — 1 mientras que fa(b,) — 0. (Estas sucesiones
siempre existen, pues en todo entorno de @ hay infinitos racionales e irracionales).
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Las siguientes definiciones incluyen "eo" (mo son limites normales; como siempre oo es s6lo
un simbolo):

Def. | lim f(x)=L [lim f(x)=L] si Ve>03dM tal que si x>M [x<M] = |f(x)—L|<e€

Def. | 1im f(x) =oo [—co] si VK 30 >0tal que si 0< |x—a| <6 = f(x)>K [ f(x)<K]

X—a

Def. | lim f(x) =0 si VK IM tal que si x >M = f(x) > K

X—00

[Andlogamente lim f(x) = —co, lim f(x) =00, ... ]

x—a~ X——o0

Un par de interpretaciones geométricas:

flx) = L

X—00

+ o 1 :

Ej. La funcién fs5(x) = % — 0 cuando x — oo pues Ve >03IM = é tal que si x > % = |§70\ <e,

y tiende a oo cuando x — 0" pues VKHSz% tal que si O<x—0<%:>i>l(.

Ej. fs(x) = J/x+thx — oo, porque VK IM tal que fs(x) > V/x—1>K si x>M = (K+1)>.
X—00

Se pueden probar relaciones entre estos nuevos ‘limites’ y los de sucesiones. Por ejemplo:

Teorema:

lim f(x) = L < toda sucesién {a,} C domf con a, — oo cumple f(a,) — L
n—o0 n—oo

X—00

En particular, como la sucesién {n} — oo, deducimos que | f(x) — L = f(n) — L

X—00 n—oo

Teorema:

lim f(x) = oo < toda sucesién {a,} C domf—{a} con a, — a cumple f(a,) — oo
n—oo n—oo

X—a

Como consecuencia de los limites de sucesiones se puede demostrar ahora facilmente:

fx)—-L,gx)» M= f+g— LEtM, f-g— L-M.
X—a Xx—a X—a

X—a

Teorema: Siademds M#0 = £ — L.
+

Lo anterior es vélido si se sustituye a por a*, a~ , 400 § —oo .,

Todas se demuestran igual, relacionando sucesiones y funciones. Por ejemplo, la primera:
Sea cualquier a, — a, a, # a. Por tender la suma de sucesiones a la suma de los limites:

lim (f £g)(a,) = lim f(a,) + limg(a,) =L+M = lim(f£g)(x)=LEtM
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La continuidad se define usando el concepto de limite. Ahora importa el valor de f(a):

f es continua en un punto a (interior al dominio de f)si lim f(x) = f(a) ,
X—a

Def. es decir, si Ve > 036 > 0 tal que

si x cumple |x—a| < & entonces |f(x)— f(a)| < €.

[luego f no es continua si no existe limite o no existe /() o si existiendo no coinciden]

Ej. Tres sencillas funciones continuas en cualquier punto a son:

f(x)=c: Ve >0 vale cualquier 6 para que [x—a| < = |c—c|=0<Ee. | =
f(x)=x:Ve>0 basta tomar § =€ para que [x—a|<d=¢€ = [x—a|<e&.
f(x)=|x|: Ve >0 tomando § =€ es ||x|—|a|| < |[x—a| <€ si |x—a| < 0.

. 3 1 . ) . .
Ej. f2(x) = x”arctan | no es continua en 0, pues no estd definida f>(0) . Pero si

definimos f>(0) = 0 si lo es, pues vimos que f>(x) —>00 . Si fuese f>(0) = 7 seria discontinua.
X—

/3 no puede hacerse continua en 0 definiendo adecuadamente f3(0), pues no existe 11’n(1) fx).
X—

El teorema similar de limites nos da la caracterizacion de la continuidad con sucesiones:
Teorema:

f es continua en a < toda sucesién {a,} C domf con a, — a cumple f(a,) — f(a)
Nn—oo n—oo

[por tanto 1im f(a,) = f(lima,) si f es continua (no, si es discontinua)]
Nn—o0 n—oo

De los teoremas para los limites de funciones se deduce también:

Si f y g son continuas en a entonces f+g, f—g, f-g son continuas

T . A . <z :
COTEMA | on 4 . Si ademds g(a) # 0, también f/g es continua en a .

— (propiedad _ limf(x) - limg(x) = f(a)- g(a) . Las otras igual.

de limites) X—a X—a

Por ejemplo, lim(f - g)(x)
X—a
[Se podrian probar directamente a partir de la definicién; la de la suma por ejemplo:
Ve, |f(x) +8(x) — fla) —gla)l < |f(x) = fla)| +[g(x) —g(a)| <& si [x—a| <& =min{d,&} .
siendo ) y &, tales que: |f(x)— f(a)| < § si |x—a| <&, [g(x)—gla)| <§ si [x—a| <&,
y estos & existen por ser fy g continuas en a].

Teorema: ’ g continuaen a y f continuaen g(a) = fog continuaen a . ‘

W=l a8 @) = (feR)a) = flglan) — flg(a)) = (fog)(a)

gcont.ena f cont. en g(

f continua en a y estrictamente mondtona en un entorno de a

T : i
eorema: | ~, f*l continua en f(a) .

Sea f estrictamente creciente (si fuera decreciente, seria andlogo).
Ve buscamos § tal que [y—f(a)|<8 = |f~1(y) —a|<e
[osea, f(a)—8<y<f(a)+8 = a—e<f'(y)<a+el fla+e)
El dibujo sugiere 8 =min{f(a+¢€)—f(a),f(a)—f(a—€)}>0. fa-efi
Entonces: f(a)—0 <y< f(a)+8 = f(a—¢) <y < f(a+e)
[porque f(a)+6 < f(ate), fla—€)<f(a)—-F]
= a—e< f~!(y)<a+e [porque f~! creciente].
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Hemos definido la continuidad en un punto. En intervalos:

f es continua en (a,b) si es continua en todo x de (a,b) .
Def.

f es continua en [a, D] si es continua en (a,b), 11’m+f(x) =f(a) y h’r;l_f(x) =f(b).

[No podemos decir simplemente ‘continua en todo x € [¢,b]’, pues a y b no son puntos interiores].

Comprobemos que

’ todas las funciones elementales (de 2.1) son continuas en su dominio ‘

Los polinomios P(x) = apx" +a;x" ! +---+a, son continuos en todo R

(ya que son sumas y productos de funciones continuas en todo a de R).
Las funciones racionales (cocientes de polinomios % ) son continuas Va con Q(a)#0.

Las raices /x son continuas en su dominio: R si n impar, R, si n par (en x=0 hablamos

de ll’m+ /x ), por ser inversas de funciones estrictamente crecientes y continuas.
x—0

Las funciones trigonométricas y sus inversas también son continuas en su dominio:

Comencemos probando que f(x) = senx es continua YaeR : Ve>0,si [x—a|<d=¢

se cumple: |senx — sena| = |2sen %5 cos 34| < 2|sen*5¢| < 2‘)‘;“' <E.

cosx = sen (x+7%) es continua Va por ser composicién de funciones continuas Va .

senx
Cosx

tanx = es continua si cosx # 0, es decir, si x # 5 +km,keZ.

arcsenx, arccosx en [—1,1] y arctanx Vx son inversas de moné6tonas continuas.

Para probar la continuidad de exponenciales y logaritmos, con la definiciéon dada, hay que
esperar al estudio de las integrales. El teorema fundamental de cdlculo integral que probaremos
en 5.2 asegurard que

logx = [} % es continua Vx > 0 . De ahi deducimos la continuidad de las demads:

e* es continua en R por ser inversa de continua. Y por ser composicion de continuas:
x? = eP1°2* continua en (0,0) [si 5>0 en [0,), tomando 0 como su valor en 0],

b* =e'2b (h>0) continua Vx, log,x = L‘;‘;‘Z (b>0,b#1) continua Vx> 0.

Las funciones hiperbdlicas, sumas y cocientes con denominadores no nulos de funciones con-
tinuas, son también continuas en todo su dominio R.

Combinando todo lo anterior podemos afirmar que muchisimas funciones son continuas en casi
todos los puntos sin necesidad de aplicar la definicién (el trabajo con los € lo hemos hecho en
los teoremas, sobre todo en los de sucesiones, y s6lo para funciones muy raras habrd que acudir
a ellos).

/=1 L arctan [log (x2 +1)]— cosdx+ Vx
shx [3 +arcsen §]

Ej. fi1(x) = es continua en (0,1)N(1,3]:

el numerador lo es en [0,00) — {1}, pues arctan [log (x> +1)] —cos®x es continua en R (suma
de composiciones de continuas), la raiz en R, y la exponencial si x # 1; el denominador es
continuo en [—3,3] (por el arc seny )y sélo se anula en O (arcsen como mucho vale —% y

s6lo sh0=0).
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Teniendo tantas funciones continuas el calculo de limites serd casi siempre un calculo tonto,
pues bastard sustituir x por a en la expresion de la funcién: f7(x) — f7(2) si x — 2, por ejem-
plo, por ser f; continua en 2. También son sencillos algunos limites con infinitos, utilizando
propiedades andlogas a las de sucesiones (demostrables basdndose en aquellas, y utilizando los
teoremas que relacionan limites de funciones y de sucesiones (o directamente)) que podemos
esquematizar:

“C:l:oo:ﬂzoo”,“aCOt:l:OO::EOO”,“°°-|-°°:°°”,“00'00200”,“0'3.00'[:0”,

113 C O” “acot O” “p_ (j:oo) ::l:oo” (p>0) , “B ::I:oo” (p>0) , “j:LO ::I:oo” (p>0) ,

“log (+0) — —OO” , “log (00) — OO” , “eoo — 00” , “ —o00 O” arCtan (:I:oo) — :l:g 9 ,

>

y que, como siempre, hay que leer en sentido de limites; por ejemplo “cE oo = £o0” gignifica
que si f tiendea cy g a+ 6a— oo (cuando x — a, a , F00 0 —o0), la suma f+g,

z

respectivamente, tiende a +-o0 ¢ —oo. La notacién +0 ( —O) 51gn1ﬁca aqui que f — 0 siendo

>0 (f<0).

[ Con esto, se tiene que lim f7 ()= (=) y lim f7 (x) =
x— =1

arctan [log2] —cos® 1+ 1 ]
sh1[3+arcsen $] '

Como en sucesiones, a pesar de tanto teorema quedan limites dificiles: los indeterminados,

la mayoria de los cuales (los que no admitan trucos algebraicos como los de sucesiones) sélo

sabremos hallar una vez que estudiemos las derivadas (por ejemplo, el lim+ f7si x— 07T, que
x—0

es de la forma % ). Recordamos que las indeterminaciones son:

00 — 00 0-c0 0 x s 1°° s OO s ooO

’ > O 9 oo

El siguiente teorema permite calcular un limite indeterminado que pronto necesitaremos:

Si f(x) <g(x)<h(x) ylimf=limh=L = limg=1L

Teorema: + <
(x—a,a",a, o0 0 —oo, todos valen )

L—e < f(x) <g(x) <h(x) <L+e= [g)~L| <e,
y los < de los extremos se dan pues f,h — L.
Calculemos el siguiente limite indeterminado (que serd inmediato con L’Hopital o Taylor), usan-

do sélo propiedades trigonométricas (basadas en la no muy rigurosa definicioén de senx, que ya
hemos dicho que aceptamos) y el teorema anterior:

senx

— 1 ].Six>0, por el significado geométrico de senx y tanx:

X x—0 tanx
senx senx
senx<x<cosx:>1<S€nx<cosx:>cosx< <l1. ~Senx
Como cosx — 1, el teorema anterior prueba el limite para x>0. 0 / !
x—0

Si x<0, por ser % = w , reducimos el limite al anterior.

PO , . . . senx 2 . senx _ acot .,

[Mas faciles de calcular serian (no son indeterminados): lim —— = = , lim = ]
=T X T x—de X 4o

2

Hallando limites serd, en ocasiones, conveniente realizar cambios de variable como:

Teorema:

[t = ()] | 8 continuaen a, g(x)#g(a) si x#a y lim f( )=L = lim f(g(x))=L

t—g(a) x—a

[casi igual que la demostracién de la continuidad de fog ]
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Ej. Con este teorema podemos deducir del limite indeterminado hallado algtin otro del tipo % :

. sen(x+5)

Jim = =1 [ =g(x) =x+5 escontinua, no se anulasi x#—5y 2 — 1.

Otro que exige algo de ingenio (pero que serd muy facil con los desarrollos de Taylor):

1 —cosx 1 l—coszx_l , (senx>2_1
5 =

Iim 5 = lim im >
x—0 X x—01+cosx x—0 X

2 2
., . tan(x . sen(x”) X 0
Complicdndolo un poco:  lim (") = lim (2 ) im 5 - =
x—=0 X x—0 x*  x—0cos(x?) 1

Como ningtin teorema nos dice nada sobre el siguiente, tendremos que acudir a la definicién:
2
., tan(x
CLIC)
X—00 X

y por tanto su gréfica se sale de la banda limitada por y=L+€ e y=L—¢& seacudl seael L.

no existe porque la funcién se va a oo infinitas veces (si x =[5+ 172 )

De cada limite de funciones se deduce una infinidad de limites de sucesiones gracias a los
teoremas que los relacionan (pero por ahora solo sabemos calcular muy pocos indeterminados).
Por ejemplo:

% =1, porque Y% — 0, cosx escontinuaen x =0y cos0= 1.

Ej. lim cos P

n—oo

Por razones andlogas: {sen 5y} —senZ =1 , {log 3} S logl =0, ....

Ej. lim nzsenn% =1, porque n% —0yglx) =

n—oo

Se';&—d cuando x — 0.

Admitimos ahora estos limites de sucesiones que necesitaremos en series (no son calculables atin):

ogn 6 va>0; Yn—1; {(1+c)V} —e,sif{en} —0

. - . . . L1 c
[El primero ( Z ), serd consecuencia de que: lim l‘;aﬁ = lim X(ffl = 0. De €I sale el segundo:
X—00 L'Hop X—o0 dl.

x!/x = elogx/x _, 0 — 1 Eldltimo (1°) se deducird de que (1+x)1/x =, © En vez de con inte-
X—
grales, se puede definir el nimero e como el limite de la sucesién creciente y acotada (1 + %)n

Hallemos los limites de alguna sucesién mds utilizando los anteriores y/o resultados ya vistos:

logn

i V/n+logn _ I+ I | [pues hemos admitido que logn es
" Yn+logn &;/1 | logn mucho mds pequefio que n%, a > 0]
n

Ej- nl/l’l—l N “00_1 — 0" ’ nl/(n—l) — (nl/n)n%] — 11 — 1 R
3 ]/}’l
(T —1)V/7 = (u'/7) (7—;3) L1370 =1

[el primero no era indeterminado; en los otros usamos (a”) = a* y el limite admitido n'/" — 1]

Ej, |:6i’l+1:| —>“27°°:i—0” 7 |:3I’l +1:| _ |:(1 1 )_(3n2+2) 3ne42 —>el/3

3n+2 = 3n2+2 S 3n2+2

[la primera otra vez era sencilla, pero como 1~ es indeterminado, en la segunda buscamos el
nimero e identificando la {c,} — 0y poniendo lo que sobra fuera del corchete]
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2.4. Teoremas sobre funciones continuas en intervalos

Teorema:

’ feontinuaency f(c) >0[<0] =36 >0tal que f(x) >0[<O0]sixe (c—8,c+0) ‘

Dado € = f(c), 36 > 0/si|x—c| <6 =|f(x) — f(c)| < f(c) = ;
f(x)=f(c) > —f(c)= f(x) >0 si f(c) < 0 tomamos € = — f(c)] C

Teorema: (de Bolzano para funciones continuas):

’ f continua en [a,b], f(a) <0< f(b) = existe algln ¢ € (a,b) tal que f(c) =0 ‘

[La grifica corta el eje x en algin punto (el teorema no dice dénde), quizds en mds de uno].

Sea A= {x€la,b]: f(x) <0} # ¢ (acA)y acotado superiormente
(por b) = existe ¢ =supA . Probemos que f(c¢) =0:

Si f(c)<0=38/f(x)<0en (c—3,c+9)

no es cota

y ¢ no seria cota de A. ¢ urdeA
Si f(c) >0=36/f(x) >0en (c—8,c+9) I j cotamis
pequena /-

y habria cotas menores.
En ninguno de los dos casos ¢ podria ser el supremo de A .

Teorema:

’ f continua en [a,b] = f toma todos los valores comprendidos entre f(a) y f(b) ‘

[Normalmente tomard mas y si f no es continua, no tiene
que tomarlos, como muestran los dibujos de la izquierda].

Si f(a)<f(b),sea p con f(a) <p< f(b).La funcién
g = f—p escontinua en [a,b] con g(a) <0 < g(b) . El teorema de Bolzano asegura que
existe ¢ € (a,b) con g(c) =0, es decir, con f(c)=p.Si f(a)>p> f(b), como —f
es continuay —f(a) < —p < —f(b) = 3c € (a,b) talque —f(c)=—p.

Hemos hablado de conjuntos acotados y definido méximo de un conjunto, pero no de una
funcién. De modo natural, se dice que f estd acotada en A C R si lo estd el conjunto
f(A) ={f(x) :x€A} y se define valor maximo de f en A como el maximo del conjunto’
f(A) (en caso de que exista). Andlogamente se define valor minimo de f en A

Ej. La funcién del dibujo (que si es acotada) no tiene valor maximo en [a,b],
aunque si valor minimo (se alcanza en b y su valor es 0); estd claro que /

no es continua en [a,b] .

Teorema: ’ f continua en [a,b] = f acotada en [a, )] ‘

Si f no estuviese acotada superiormente podriamos escoger un x, €I = [a,b] con f(x,)>n
para cada n€ N. Como {x,} acotada, existe {x,,} — x, € I (por ser cerrado). Como f
es continua en x, tendrfamos f(x,;) — f(x,), lo que es imposible pues {f(x,;)} no estd
acotada (> n;) y no puede converger. [Andlogamente se veria que estd acotada inferiormente].

El teorema no es cierto para (a,b) 6 [a,oe):

Ej. f(x) = 1/x es continua pero no acotada en (0, 1)

ya f(x) =x le pasa lo mismo en [0,0).
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Teorema: ’ f continua en [a,b] = existen los valores mdximo y minimo de f en [a, b] ‘

O sea, existen y,z € [a, b] tales que

f(2) < f(x) < f(5) para todo x € [a,b].
[estos y,z no tienen porque ser Unicos, desde luego]

Sea M=supf(I) . Existe {y,} CI tal que M—1 < f(y,) <M Vn. Por tanto, f(y,) — M.
Podrfa {y, } no ser convergente pero, siendo acotada, existird seguro {y,, } subsucesion
convergente haciauny € I. Como f continuaen 7, f(y) =1im f(y,,) =M y, por tanto,
el supremo pertenece a f(I) . Andlogamente, o considerando — f, se ve que el infimo
también se alcanza.
[En la demostracién se ve que el teorema es vélido en conjuntos cerrados y
acotados (se les llama compactos y son importantes en el cdlculo més avanzado)].

Tampoco este teorema es cierto sustituyendo [a,b] por (a,b) o por [a,o0):
Ej. f(x) =1/xes continua en (0,1) pero no alcanza su maximo ni su minimo en (0,1).
Ej. f(x) = x no tiene méximo en [0,c) (su valor minimo existe y vale 0).

Avanzamos ahora hacia la definicién de funcién uniformemente continua en un intervalo I:

f era continua en / si lo era en cada x de I (Iimites laterales en los posibles extremos de 1),

es decir, si Vx€ I y Ve existe un 0(¢€,x) tal que Vy €[ si [y—x| < 8 entonces |f(y)—f(x)| < €.
Ej. Consideremos f(x) = }( . En (0,1) sabemos que es continua:

Vxy Ve existe un 6 tal que si [y —x| < 6 = |% ~ll<e
Pero dado un € se ve que el § que debemos tomar es mds pequefio
segln elijamos un x mds pequefio. Intuitivamente estd claro que no
podemos encontrar un § que valga para todos los x de (0, 1): por i
pequeiio que sea J, si x es muy pequefio, la funcién tomard valores
muy diferentes en (x — §,x+ &) . Pero para la misma f en [1,00) foeee
se ve que dado un € existe un & valido para todos los x del intervalo i
(el que valga para x=1 valdré para también para los x> 1).

f es uniformemente continua en / si

Def. Ve existe un d(€) tal que Vx,y € I si [y — x| < & entonces | f(y) — f(x)] < €

-1
T x

Sea e=1. Por pequefio que sea & encontramos x,y € (0, 1) con |y—x| < § pero \% - %\ >€.
Por ejemplo, x= g ,y=29 satisfacen |y—x| = % < 8 pero |‘l -1= % > 1 (pues 6<1).
=1
T x

Ve 36 = £ tal que Vx,y € [1,0) con [y —x| < § = [T - | = <y x| <&

Ej. Acabemos de formalizar que f(x) no es uniformemente continua en (0,1):

Formalizamos ahora que f(x) si es uniformemente continua en [1,00) :

Evidentemente: ’ f uniformemente continua en / = f continua en / ‘ .

La implicacién < es falss en general; aunque si es vdlida cuando I = [a,b] :

Teorema: ’ f continua en [a,b] = f uniformemente continua en [a, b] ‘

Por reduccién al absurdo. Supongamos a la vez f continua y no uniformemente continua en [a, b]. Exis-
te, pues, € > 0 tal que VY8 > 0 podemos encontrar x,y con |[y—x| < & pero |f(y)—f(x)| > € .En
particular, para cada 8 = & tenemos {x,},{y.} C [a,b] con |y,—x,| < i y |f(yu)—f(xa)| > € Vn.
{xn} acotada = 3{x,,} convergente a un c (€ [a,b] por ser cerrado) = f(x,;) — f(c) ( f continua).
Como |y,; —xn;| < 1/nj— 0 también f(y,;) — f(c) y por tanto |f(yn;) — f(%xa;)| — 0, lo que estd en
clara contradiccion con el hecho de que |f(yn;) — f(xn;)| > € Vn;.

[En la demostracién se ve que también este teorema serd valido en cualquier conjunto compacto].
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3. Derivadas en R

3.1. Definicion y calculo

Def. La funcién f es derivable en a (interior al domf') si existe hrr(lJ w .

En ese caso el limite se representa por f’(a) y se llama derivada de f en a.

Dos aplicaciones.

Pendiente de la tangente a una curva: [f(a+h)—f(a)]/h
es la pendiente de la recta secante que pasa por (a, f(a)) vy
(a+h, f(a+h)). Cuando h — 0, la secante tiende hacia la
recta tangente y su pendiente tiende hacia f’(a) . Asi pues,
la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto
aes (si f'(a) existe, claro):

f(a+h)

f(a)

[y=f@)+f(@(x—a) | e
Velocidad instantdnea: si d(r) es la distancia recorrida por un mévil en el tiempo ¢, w

es su velocidad media en el intervalo [a,a-+h] ; por tanto, d’(a) es su velocidad en el instante t=a

Se llama f’, funcién derivada de f, a la que hace corresponder a cada x €edomf en que f
es derivable el valor f'(x); f”(a) seré la derivada de f’(x) en el punto a (un nimero) y f”
la funcién derivada de f”;... En general, f (") es 1a funcién derivada de f (=1) [definida en los
x edomf= tales que existe £

af

2
[Otra notacién famosa es la de Leibniz: [/ = dx fa) = 4 = iy

dx?

X=a

Ej. f(x)=c esderivable paratodo a y f'(a) =0 yaque }ILI’II(I)C;—CZ 0.

Ej. g(x)=x> sen—, £(0)=0. Como existe g’(O)—hm hsen =0 (Oxacot),

g esderivable en x = 0. Era de esperar que lo fuese pues las tangentes
oscilan, pero acercdndose a y = 0. Para x # 0 también va a existir g’ ;
es dificil verlo con la definicién, pero pronto serd muy sencillo.

Ej. h(x):|x|.Sia>0,h’(a):}l1’rr(1)W:1. I
n—

Sia>0, H(a) = lim %H:A .
||

No es derivable en x=0 porque lim = no existe. Pero si existen los limites laterales.
h—0

— (derivadas por la
flath)=1(@) | gerecha e izquierda,
respectivamente)

Def. | f/(a*) :hli%w s fl(a) = lim

Esté claro que f es derivable en a si y s6lo si existen y coinciden f'(a™)y f'(a”) .

Ej. Para h(x)=|x|, existen las derivadas laterales en 0 pero no coinciden: 4'(07)=1, /' (07)=—1.
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Teorema:

Hay funciones continuas no derivables

‘ f derivable en a = f continua en a ‘ (h(x) = [x|, por ejemplo; tienen “picos’).

lim [f(a+h)—f(a)] = ll’mM h=f'(a)-0=0= f continuaena .

h—0t h—0

Con el siguiente teorema podremos calcular casi todas las derivadas acudir a la definicién:
Teorema:
fy g derivablesen a = c-f, f£g, f-g son derivables en a y se tiene:
(c-f)(a) =c-f'(a); (f£g)'(a) = f'(a) ¢ (a) ; (f8)'(a) = f'(a)g(a)+ f(a)g(a) .
A

Si ademds g(a) #0, é y i son derivables en a y es

(1Y(a) = — L9 (£y(q) = Lela—ra)(@)

8 g(@) > \g g(a)]?
g derivable en a y f derivable en g(a) = fog derivableen a y

(fog)'=f"lg(a)]g (a) [regla de la cadena].
f derivableen f1(b) y f'[f'(b)]#£0= f~!derivableen by (f 1) (b)=

1
Sl
c- f escaso particularde f-g;de c¢-f ydelasumasededucelade f—g=f+(—1)-g.

Las demas:

(f+g)(a+h})l—(f+g)(a) _ f(a+h/1_f(a) I (Hh;)z = fl@)+ga).

fg)(a+h) (f-g)la) _ f(a+h) (a+h) g(a) + g(a) f(ﬂ+h})l*f(a)
e f(a)g(a)+ f(a)g'(a) (puesto que f es continua en a por ser derivable).

@)~ 7 _ gla)—g(ath) _, _ g'(a) (g continuaen a, g(a)#0 =
h hg(a)g(a+h) 5 .o  [g(a)]? g(a+h) #0 si h pequefio)

[Flg] (r1) @=rla) 5 - £ fa)

fog | Llstesh-Tls(al _ felabsslahst] Jlelal]  gleth gl plo(a) g/(a),

yaque k= g(a+h)—g(a) v 0 por ser g continua.

[Esta demostracién necesita correcciones (ver Spivak), pues g(a+h) —g(a)
podria hacerse O infinitas veces para valores muy pequefios de 4 |

f~' | Sea b=f(a);porser f'(a)#0, f esinyectiva (existe f~')en un entorno de a;
por tanto, para cada h pequefio hay un tnico k tal que f(a+k)= b+ h . Por tanto:

[ (b+h)— 7 (b) _ [~ (fla+k))—a _ k ] ViF
h b+h—>b flatk)—f(a) o f(@) f

Las dos tltimas reglas de derivacién adoptan una forma
sugerente, pero imprecisa, con la notacién de Leibniz:

Siz=g(y), y=f(x): E=%L.

dy 1
dx — dx/dy ° si dy#o

(no dejan claro que las diferentes derivadas estdn evaluadas en puntos diferentes).
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Derivadas de las funciones elementales:

[xb]/ = bxb!

para todo b real, x > 0 . Podemos ya demostrarlo si b€ Q . Varios pasos:

Si b=n€ N [la férmula es valida entonces Vx |, por induccién:

Cierto para n=1: 1 =[x']' = 1x!~! = 1 . Supuesto cierto para n— 1 :
W) = [x-x" ] =x"!1 4 x(n—1)x""2 = nx" , cierto para n .

Sib=0 estdvisto.Si b=—-n, neN, [ﬁ]/ = %271 = —nx~ "1 [valido Vx £ 0 ].
Sib=1 nez, x!'/" es lainversa de x" y por tanto [x]/"]/ = n[xl/i]”*l = ’%x(]_”)/” .

Sib=" mnez, [(xl/n)m]/ _ m(xl/n)mfléx(l—n)/n = mylm=m)/n

[log‘xu/:% ,x#0: Six>0, [logx] — xdt _ 1

4§y Six<0, log (—x)] = =L

—x °

teoremas de integrales

] =e*, Vx ; [b] =b*logh, Vx,b>0 ; [1ogbx]’:)ﬁgb,x>o,b>o,b7é1

X 3 X 1 . xlogh1’ __ .xlogh . qlogxy’ _ 1
e* inversa de logx = [e'] = et > [e¥'o8%] = logb ; [logb] = Thogh -

Ademés se deduce: [x?] = [eblogx] = b eb1oex — pxb=1 para cualquier b real.

[shx]’ = chx, [chx] =shx, [thx] =

%x:l—thzx,Vx

. .. / 2 2
Las primeras triviales. Entonces [£] = chox—sh'x

chr el sabemos que ch’x—sh’x=1.
o r_ . o
[senx]’ = cosx, [cosx] = —shx, Vx; [tanx] = 0082 = l+tan’x, x# F +kx
1[sen (x+h) —senx] = Zsen% cos (x+2) — cosx;
[sen(x+Z)]' =cos(x+ %) = —senx; [2]' = cosxiseny C);ifzsinzx
[arcsenx] = \/1177 , [arccosx]' =— \/1%7 , Vx € (—1,1); [arctanx] = ﬁ , Vx
r_ 1 _ 1 . -1 .
[arcsenx] = laresens) — /1 ser? (aonens) [arc cos x] = Sen{arccosy) [arctan x|’ =

1+tan? (arctanx)

Se dice que f es derivable en un intervalo abierto / [finito o infinito] si es
derivable en todos los puntos del intervalo; f es de clase 1en I [ f € C'(I)] si
ademds f’ es continua en I. Diremos que f € C"(I) [de clase n] si f posee n

derivadas en I y f) es continua en I, y que f € C*(I) [de clase infinito] si
existen derivadas de cualquier orden de fen/ .

Def.

[Para intervalos cerrados, como siempre, hay que preocuparse de los extremos
f es derivable en [a,b] siloesen (a,b) yexisten f'(a™)y f/(b7);
fecCa,b]si feC(a,b), f'(x) — fl(a*)six—aty fl(x) = f/(b7)six—b].
Todas las funciones elementales de 2.1 son de C* en su dominio, Con excepcién de arcsenx

y arccosx [que no tienen siquiera derivada primera en x==+1 ] y x? con b>0 y no entero
[parala que £ no existe en x=0 cuando el exponente de f"~
ejemplo: f(x) =x"%, f'(x) = 3x*3, f"(x) =

) pasa a estar entre 0y 1; por
= 2y 1/3 vx, pero f’”( ) yano existe].
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Ya es fécil hallar la derivada de cualquier funcidn, salvo en casos excepcionales (y ver de que
clase C" son):

Ej. Parala g(x)=x?seni, g(0)=0 de antes g’ existe Vx:
Si x#0 es producto de composiciones de derivables y g'(x) = 2x sen% — cos% ,
y ademids g'(0)=0 (s6lo salia de la definicién porque un denominador se anula).
g’ no es continua en 0 porque g’ no tiene limite:
six—0, 2x sen% — 0 pero cos % no tiende a nada [por ejemplo, porque las
sucesiones {a,} = 7y {b,} = m — 0 pero f(a,) =1y f(by) =—11.
Por tanto, g es derivable en todo R, pero no de C!'(R) [silo es en (—o0,0) yen (0,0)].
Como g’ no es continua en 0, no puede existir g”(0) .

Para cualquier x # 0 s{ existen derivadas de todos los 6rdenes:

g'(x)=02- x%} senl —2cosd, ¢”(x), ... [es decir, es de C* en (—e0,0) y (0,00) .
2 (ax 1/3
Ej. k(x) = W es derivable Vx , pues es suma, producto, composicion, ...

de funciones derivables (el logaritmo se evalda en valores mayores que 7, el denominador es
mayor que 0 y el corchete gordo no se anula). Sabemos calcular su derivada a pesar de su aspecto
tan complicado (no con la definicion, desde luego):

2
2Ch(3x+);)_i2}(lgx(;:(_)'_f;10g3+l) [5+arctan (x—Z)} - [Z—rzh (23));+x>] IOg [7+Ch2 (3x+x)] *2/3
—
[ 5-+arctan (x—2) }

) = L
K (x) = 3 [5+arctan (x—2)]*

Ej. m(x)=x|x—x?| es continua Vx por ser producto de composiciones de continuas Vx [ |x| lo es].
Sélo puede ser no derivable cuando se anule el valor absoluto. Para precisarlo, hay que discutir:

m(x) = { xi—xz S%xe [0,1] o (x) = { 2x2—3x2 s%xe(O, 1) " (x) = { 2—6x s%xe(O, 1)
x—x=six¢(0,1) 3x*—2xsix¢[0,1] 6x—2six¢[0,1]
Utilizando las expresiones del intervalo adecuado deducimos que:
m' (07)=0=m'(0"), m derivable en x=0; m'(17)=—1#1=m'(0"), no derivable en x=1.
m"(07)=—-2#2=m"(0"), m" no existe si x=0; tampoco existe si x=1 por ser m’ discontinua.

4
Ej. n(x) = arctané , n(0) =7 .Si x#0 es ficil hallar n'(x) = 112;2 ,n'(x) = 2(?);;4)12 e
T

n'(0) = lim }q[arctan hiz —7Z] esun limite indeterminado que atin no sabemos hacer.
h—0

Es claro que n’(x) —0 cuando h— 0, pero de ahi no podemos deducir (todavia) que
n'(0)=0 (pues nada nos garantiza que n’ sea continua; en la seccién 3.2 veremos un
teorema que permitird dar ese paso). Admitiendo que n'(0)=0, n es de C*(R), pues
existen n', n”, n"”, ... (denominadores no nulos).

Ej. p(x) =x* =" (= [e°84]" ; recordamos que se define f(x)$(¥) = es®loelf(¥)] ),

Asi pues, p'(x) = e [logx+ 1] ; p”(x) =2 (logx+ 12+ 1) ;...
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3.2. Teoremas sobre funciones derivables

Los primeros resultados estdn destinados a determinar los x de un conjunto A Cdomf en
los que una funcién f alcanza sus valores maximo y minimo (a ambos se les llama valores
extremos de f). Sabemos que si A es un intervalo cerrado y f es continua existen los valores
extremos de f en A (es decir, existen y,z € A tales que f(y) < f(x) < f(z) paratodo x € A),
aunque podria no haberlos si A es otro tipo de conjuntos o si f no es continua. En ocasiones se
llama a estos valores mdximo y minimo absolutos, para distinguirlos de los locales o relativos:

f posee un maximo [minimo] local en x sobre un conjunto A Cdomf si existe
Def. | un 0 >0 tal que el valor maximo [minimo] de f en ANB(x,d) se alcanzaen x;
es decir, si f(x) > f(x+h) [ f(x) < f(x+h) 1Vh talque |h| <0 y x+heA.

- A

Esta claro que si un valor extremo (absoluto) de f M
en A se alcanza en un punto x también tiene f en h
ese x un extremo local y que lo contrario no es cier-

to. Los médximos y minimos (absolutos y locales) finfinitos m ;
pueden ser infinitos o no existir, pueden darse en el —e *—
borde o en el interior de A . En este tltimo caso:
Teorema:
Si f posee un extremo local en x interiora A y f esderivableen x = f'(x) =0 ‘

[A los puntos en que se anula la f’ se les suele llamar puntos criticos de f].

SiMLen x =33 tal que si 0<h< 4, M<O y si 5<h<0,w20
= 0< 1fm LI — gy = fj SIS <

x—0~ x—0F
SimL en x = —f , derivable, tiene ML en x = —f'(x) =0 = f'(x) =0

Hay x con f'(x)=0 enlos que f no tiene extremo local (como f(x)=x en x=0). Tampoco

es cierto que deba ser f'(x)=0 entodo x enel que f posea un extremo local (pues x podria
no ser interior o f no ser derivable en x). De esto se sigue que:

Para buscar los valores médximo y minimo de una f en un intervalo [a,b]
« los extremos del intervalo a y b
hay que considerar: o los x€ (a,b) enlos que f'(x)=0
« los x en los que no exista f(x)

Comparando los valores de f en cada uno de esos puntos se hallan los extremos (si existen;
si f es discontinua o el intervalo, por ejemplo, no es de longitud finita las cosas se pueden
complicar).

Ej. Hallemos los valores mdximo y minimo de f(x) = log(1+x?) —|x—2/| en el intervalo [-2,3].

Tales valores han de existir por ser f continua en el intervalo. f s6lo no es derivable en x=2.

_ log(1+x%) —x+2,x>2 oo —(1=x)/(1+x?),x>2
f(x){log(1+x2)+x2,x§2 - (x){ (1-x)%/(1+x?),x<2

Por tanto, f/(x) =0 < x = —1 . Basta comparar los valores en los 4 puntos candidatos:
f(=2)=1log5—4, f(—1)=1log2 -3, f(2) =log5, f(3) =log10—1.
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Con una calculadora es facil hallar estos valores:
f(=2)==24,f(-1)=-23,f2)=16,f3)~13.

El médximo se daen x =2 y él minimo en x = —2. Sin calculadora también podriamos decirlo.

Es claro que f(—2)y f(—1) son negativos [log2<1 pues 2<e y log5<2 pues 5< (%)2 <e?].

Y también es claro que f(2) es el mayor de los positivos: log5 > log5+1log2—1 [log2 < 1].

Ademéds: log5 —4 <log2—3 & log5—log2 = log% < 1 y esto es cierto porque % <e.

Teorema de Rolle:

f es continua en [a,b|, derivable en (a,b) y f(a)=f(b) = Ic€(a,b) con f'(c)=0 ‘

f tiene maximo y minimo en [a, b] por ser continua. Si alguno de los
dos lo tomaen (a,b) yaestarfa. Si f toma su maximo y su minimo
en ay b= f esconstante = f’(x)=0 para cualquier x de (a,b).

Teorema del valor medio:

f es continua en [a,b] y derivable en (a,b) = 3c€ (a,b) tal que f'(c)= ==

(existe al menos un ¢ para el que la tangente es paralela a la
recta que une (a, f(a)) con (b, f(b)); o bien, existe un instante
¢ en el que la velocidad instantdnea coincide con la media en el
intervalo)

Sea h(x) = f(x) —r(x), con r(x) = LY=L (x 4} continua [a,b],

(-
b—
derivable (a,b) y h(a)=f(a)=h(b) R:> € (a,b) tal que i (c)=f"(x) — f(b;:ﬁ(a) —0.

fla
Jdc

Crecimiento y decrecimiento:

Teorema:

Ej.

Sea f continua en [a,b] y derivable en (a,b) . Entonces:

si f'(x) >0 paratodo x€ (a,b), f es estrictamente creciente en [a,b] ;
si f'(x) <0 paratodo x€ (a,b), f es estrictamente decreciente en [a,b];
si f'(x) =0 paratodo x€ (a,b), f es constante en [a,b].

f0)=10)

Sea [x,y] C [a,D] . Por el teorema del valor medio Jc¢ € (x,y) con f'(c) = =

Por tanto, si f'(c) >, <,=0= f(y) >, <, = f(x) , respectivamente.

Se ve en la demostraciéon que podemos sustituir en hipétesis y conclusiones ‘la,” por
‘(-00,” 'y “,b]” por ‘,e0)’. Observemos que a f’ se le piden cosas sélo en el abierto,
pero el resultado se tiene en todo el cerrado. Como f € C![a,b] = f continua en [a,b]
y derivable en (a,b), se podria pedir sélo a las f de los teoremas que fuesen de C'.
Pero pedirfamos demasiado, y dejariamos fuera funciones como f(x) = x'/2, que no es
C'[0,1] pero si es continua en [0,1] y derivable en (0,1) (y por tanto si se le puede
aplicar, por ejemplo, el teorema del valor medio).

r©—6x2—8

P ,continua si #0 .

Estudiemos en qué intervalos crece y decrece g(x) =

o) [X+1][;—2]2 -

g (x) = [mejor la calculamos asi] = 2x— 6+ )% = 2x3_i§2+4 = p

g <0sixe€(—oo,—1)y g>0sixe(—1,00U(0,2)U(2,00).

Del teorema deducimos que g decrece en (—eo, —1] y que crece en [—1,0) yen (0,)
[x=2 incluido]; pero no crece en todo [—1,) (es discontinua en 0)]. Por tanto, tiene
minimo local en x=—1 y no tiene ni maximo ni minimo en x=2 (a pesar de que g'=0).
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Teorema (condicién suficiente de extremo):

Sea f de C? enunentornode c ysea f'(c) =0.Entonces: si f”(c) >0, f posee
un minimo local en ¢,y si f”(¢) <0, f posee un maximo local en c .

(si f"(c)=0 podria haber en ¢ un méximo, un minimo o ninguna de las dos cosas)

7" (c) =lim M > 0 = para h pequefio f’(c+h) y h tienen el mismo signo =
f decrece en un intervalo a la izquierda (£ <0) y crece en uno a la derecha (72>0).

[Igual la otra].

Ej. Parala g de arriba g’(x)=2— l—? = ¢"(—1)=18 (minimo, como ya sabiamos sin hallar g" ),

g"(2)=0 (27, pero la g’ nos dijo que ni mdximo ni minimo).

Concavidad y convexidad:

f es convexa hacia abajo en un intervalo [
si Vx,y€l el segmento que une (x,f(x)) con
(v, f(y)) estéd por encima de la gréificade f.

f' decrece

Def.

f es concava si —f es convexa.

Se llama punto de inflexion a uno de la grafica en

P 2 . | convexa concava
la que ésta pasa de convexa a concava o viceversa.

[Hay libros que llaman céncava a lo que nosotros llamamos convexa y viceversa;
otros, dicen que se dobla hacia arriba (U), o hacia abajo (N)].

Sea f continuaen [a,b] y derivable dos veces en (a,b).
Teorema: | Si />0 (f”<0) en (a,b),es f convexa (céncava) en [a,b].
Si (¢, f(c)) es un punto de inflexién, debe ser f”(c)=0.

[No lo demostramos; geométricamente estd claro: f es U si la pendiente
de la tangente va creciendo (y si f” >0, 1a f’ crece); es N si decrece; en
un punto de inflexién hay un maximo o minimo de la f’ (pasa de crecer a
decrecer o al revés); puede ocurrir que f”(c¢) =0 y que en (c,f(c)) no

haya punto de inflexién como ocurre con f(x) =x* en x=01.

2[x>—8]
x3

Ej. Parala g era g'(x) = , que es negativa en (0,2) y positiva en el resto. Por tanto

es convexaen (—oo,0) y [2,00) y céncavaen (0,2]. x=2 es punto de inflexién.

Teorema: | Si f escontinuaen a y f tiene limite cuando x — a = f'(a)=lim f'(x)

X—a

TVM en [a,a+h] = Ix; € (a a+h) con L =f'(xn) .
Si h—0, L=I@ _, ¢1(q)  x,—a.

[Se ve en la demostracién que si f/(x) — o 6 —oo la f’(a) no existe (la recta
tangente se pone vertical, pues su pendiente tiende a infinito), pero recordemos
que puede no existir el limite de f’ y serla f derivable en a (que hay funciones
derivables que no son C!); este teorema prueba que la funcién n de la seccién
anterior es derivable en x =0 y que »n'(0) =0].
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Acabamos la seccidn con la regla de L’Hopital. Su utilizacién prictica es mejor aplazarla al
capitulo 4 (para compararla con Taylor), pero por ahora ya vamos justificando algunos de los
limites adelantados en 2.3. Para probar dicha regla es preciso generalizar el TVM:

Teorema del valor medio de Cauchy

Sean f y g continuasen [a,b], derivables en (a,b) = (para f(x)=x se recupera el
Jee (a,b) tal que [f(D) — f(a)lg'(c) = [g(b) —g(a)]f (c) teorema del valor medio)

(Se demuestra aplicando Rolle a h(x) = f(x)[g(b)—g(a)] — g(x)[f(b)—f(a)] ).

Regla de L’Hopital:
: . : - f1(x) ORI 4 C))
Si f(x)7g(x)x:>ao (6 xjai ) y existe el )lcl—rﬂlz Pk entonces )1(1_% ) )1(1_% P

La regla sigue siendo vélida cambiando el a del enunciado por a™, a~, +o § — .

La demostramos s6lo cuando f,g — 0 si x — a,a’ 6 a”.

Para x—a pequefio, definiendo f(a)=g(a)=0, f y g son continuas en [a,x] y derivables en
(a,x),yes g #0 en (a,x) [porque el limite de § existe]. Por el TVM de Cauchy Jc € (a,x)
con f(x)g'(c)=g(x)f(c).Como g(x)#0 [si fuese =0, por Rolle seria g'(z) =0 para algin
z€ (a,x) ] se puede escribir

fx) _ f(c) . (G P 4] () I PN i 6)
?;‘)—g,(z) yportantoxlirgWf)—xlirng)—xlir‘rﬁwgpues x—a"=c—a".

Andlogamente se demostraria para x — a~ , de donde se deduciria para x — a .
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3.3. Polinomios

Un tipo de funciones que nos aparecen continuamente son los polinomios. Mds adelante apro-
ximaremos cualquier funcién mas complicada mediante polinomios de coeficientes reales. Re-
pasamos brevemente varias de sus propiedades.

Un polinomio de grado n es:| P,(x) = apX"+ a1 X'+ +ax+ag |,ar€R, a,#0.

El polinomio més sencillo (cuya grafica no sea una recta) es el de segundo grado:

_ 42 _ b12_ A _ 32
Py(x) = ax*+bx+c |=alx+4,] — 2, A=b"—dac, a#0 0
(a A se le llama discriminante de P ). Su grafica es (ver 3.5) la de la a<0
paribola y=x? trasladada a izquierda o derecha, multiplicada por

una constante (positiva o negativa) y trasladada hacia arriba o abajo. Es claro que su extremo se
alcanzaen x=—2 (o usando P}(x)=2ax+b). Sus raices vienen dadas por: x = 5-[—b=+£v/A].
El tipo de raices de P»(x) depende del signo de A.Si A>0 tiene dos reales y distintas, si A=0

tiene una raiz doble real y si A<0 dos raices complejas conjugadas ( p £ gi ). Observemos que
la raiz doble —% también es raiz de P;(x). Conocidas sus raices x; y x, puede escribirse

Py(x) = a(x—x1)(x—x2) .

P, puede tener o no raices reales. Como cualquiera de grado par. Sin embargo:

’ Un polinomio de grado impar posee por lo menos una raiz real. ‘

En efecto, B,(x) = a,x"[1+---+aox™"] y supongamos que a, > 0. Entonces, si n es
impar, P,(x) — —oo cuando x — —oco y PB,(x) — oo cuando x — oo . Existen por tanto
a con P,(a) <0y b con P,(b) > 0.Por Bolzano, existe ¢ € (a,b) con P,(c)=0.

Teorema fundamental del algebra:

’ Todo polinomio de grado n posee n raices ‘ (reales o complejas, repetidas o no).

Si xp,...,X, son esas raices, se puede escribir, en principio: P,(x) = a,(x—x;)---(x—x,) . Es
muy facil ver que si un polinomio de coeficientes reales tiene la raiz compleja p + ¢gi entonces
también tiene la raiz p — gi. Cada par de productos (x — [p+4i])(x — [p—gqi]) en la descom-
posicién de P,(x) da entonces lugar a un polinomio de segundo orden con coeficientes reales
x? —2px+ (p?>+q?%) . Asi pues, siempre se puede escribir:

By(x) = an(x—x1)--- (x—x,) (> +brx+c1) - (x> +bx+cs), con r+2s=n, x,bi,ci €R

Algunas raices podrian estar repetidas. No es dificil ver que si x=ux; es raiz simple de P,
entonces no anula la derivada P, y que si la anula si es raiz multiple. Por tanto:

’ Una raiz de un polinomio es multiple si y sélo si es raiz también de su derivada. ‘

Y, por tanto, una raiz mdltiple es raiz del méximo comun divisor de P, y P, . Una forma de
hallarlo es mediante el algoritmo de Euclides: dados P, Q [con gr(P) > gr(Q)]1, se divide
P entre Q y se llama R; al resto obtenido (si conviene, multiplicado por una constante); a
continuacién se divide Q entre R; y se llama R, al nuevo resto; luego R; entre R; ... hasta
obtener un resto nulo. El med(P, Q) es el dltimo resto no nulo del proceso anterior.

Ej. Para P(x) =x*+2x° +3x> +4x+2 [ P/ = 4x° + 6x? + 6x+ 4 | se obtiene:
Ry =x*+3x+2, Ry=x+1, R3=0. Por tanto, med(P,P') =x+1 =
P tiene x = —1 como raiz doble [dividiendo por (x+1)>, P = (x+1)*(x>+2) ].
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En las pocas ocasiones en que un polinomio con coeficientes enteros tiene raices enteras, son
muy faciles de encontrar:

’ Si existe raiz entera de P,(x) se encuentra entre los divisores del término independiente ag .

Si ¢ es raiz entera, entonces ag = —c[anc”_1 +:+++aj],conlo que ap es miltiplo de c.
Ej. P*(x) = 2x3 —x*—12x+46 no tiene raices enteras, pues no loson —6, —3, =2, —1,1,2,3 ni 6.

Nos gustarfa tener férmulas para el cdlculo de las raices de los P, de cualquier grado similares
a las de los de grado 2. Hacia 1500 se descubrieron férmulas para las raices de los de grado 3y 4
(pronto veremos, sin demostracion, las del polinomio ctibico). Pero en el siglo XIX se prob6 que
es imposible expresar mediante radicales las raices de los de grado mayor que 5. Si de alguna
forma podemos encontrar una raiz x; de un polinomio, dividiéndolo por (x—x;) reducimos el
problema de hallar sus raices al de hallar las de otro de grado menor. Por este camino es posible,
en contadas ocasiones, calcularlas todas.

Tratemos ahora un caso en que si hay férmulas (complicadas) para las raices, el polinomio ctbico:

’ Ps(x) = pX® +gx* +rx+s |, p#0. p>0
R=0
Veamos las diferentes formas que puede tener su gra- -
fica. Como Pj(x) = 3px® +2gx +r puede tener 2 rai- i S 0 p<)

ces reales, 1 doble o ninguna real (dependiendo de que

R=q*—3pr sea >,= 6 <0), P; puede tener un maximo y un minimo, un punto de inflexién con
tangente horizontal o tener la derivada con signo constante. Si P tiene una raiz x multiple debe ser
px® +gx? +rx+s=3px>+2gx+r =0 . Eliminando la x entre las dos ecuaciones se obtiene la expre-
sién de su discriminante A = ¢?r> —4pr® —4q>s+ 18pgrs — 27p*s> . Este A se puede escribir de forma

mds compacta si llamamos S = 27p%s —9pgr+ 24> , pues entonces se tiene que: A = ﬁ [4R3 — SZ] .

Se puede probar que:

Si A= 0, hay una rafz doble de P; dada por x; = % [— q+ {/g]
y otra simple x; = % [—q—zf/g] .

1/3
Si A < 0, existe una Unica raiz real: x, = —% + # .

1/3
—S+4/52—4R3 / 1 [=S—v/S2—4R3
— 2 | Ttm|T =z

Por dltimo, si A >0 (= R > 0), hay tres raices reales distintas de P; que se pueden expresar:

X123 = —% + %cosw, k=0,1,2, siendo ¢ = arccos (21;—35/2) .

Ej. Para el polinomio de antes P*(x) = 2x® — x> — 12x+ 6 sin raices enteras se tiene que:
R=73,8=430, A=12696 — ¢ ~21.9227264 , x123 ~ 2.449489, —2.449489, 0.500000
[Los errores de redondeo del cédlculo aconsejan acudir a métodos numéricos incluso para P].

[Sin saber nada de discriminantes, es facil siempre discutir cudntas raices reales tiene un polinomio
cubico, por ser su grafica sencilla de pintar (sus valores extremos se pueden calcular, lo que no pasa
en los polinomios de mayor orden). Asi, este P* tiene un maximo en x_ = %[1 —+/73] y un minimo

en x; = ¢[14+v/73],y como P(x_)>0, P(x;) <0, volvemos a comprobar que tiene 3].

Férmulas similarespara las raices, pero ain mas complicadas, se podrian dar para los polinomios de
cuarto grado. Nosotros nos conformaremos con saber cdmo se calculan en un par de casos sencillos:

Las raices del polinomio bicuadrado P(x) = ax* +bx> + ¢ se hallan ficilmente tras hacer ¢ = x> .
Las raices de P(x) = ax* +bx> 4 cx> +bx+a se calculan mediante el cambio z = x + % :
a(xz—i—é) +b(x+%) +c= a(x—i—%)z +b(x+%) +c—2a=0 — az>+bz+c—2a=0.

Halladas sus raices z.. , basta resolver los dos polinomios de segundo grado: x*> —z1x+1=0.
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Como casi nunca se pueden hallar las raices exactas de un P, , se deberdn usar métodos numéri-
cos como los que veremos en 3.4 para calcularlas aproximadamente. Para aplicar estos métodos
serd importante saber cudntas raices reales hay y mds o menos donde estdn. Comenzamos aco-
tandolas:

Si ¢ esraizreal de P,(x) , entonces |c| < mdx{1, 2~ [|ao|+ -+ |an—1]] }

7 a|

Pues |c| = ﬁ“aoHcP*"—i-\a1\|c]2*"+---+|an,1\] .
Si || > 1, || < 2 [laol+ -+ |an1]] . ysi |c| <1 estd claro.

lan ]

Ej. Las raices ¢ del P* de antes debian cumplir |c| < 9.5 (mala cota, pero algo es algo)].

Nuestro objetivo es separar las raices de un P, es decir, conocer el niimero exacto de sus
raices reales y localizar intervalos [a,b] en los que s6lo se encuentre una de ellas. El teorema
de Bolzano informa, pero no basta: si encontramos un [a,b] con P(a)-P(b) < 0, hay al menos
unaraiz en (a,b) pero podria haber mas de una (quizés el andlisis de su derivada P’ lo impida)
e incluso podria haber raices en intervalos con P(a)-P(b) > 0. El siguiente resultado es facil
de aplicar pero suele dejar también bastantes dudas:

Ley de Descartes de los signos.

Sea P un polinomio de grado n con término independiente no nulo. Si r es el
nimero de raices reales positivas de P y s el nimero de cambios de signo en la
sucesion de sus coeficientes, es * < s y s—r es un nimero par (o cero).

[Cambiando x por —x se obtiene el resultado andlogo para las raices negativas].
[Se tiene en cuenta la multiplicidad (una raiz doble cuenta por dos)].
Probamos Descartes (en el caso mas simple: a; #0 Vk): Podemos suponer a, > 0. Induccién
sobre n. Es cierto para n=1: ajx+ag = 0 tiene una raiz positiva (r = 1) si a; y ap tienen
signos opuestos (s =1);y r=0 si s =0. Supongdmoslo ahora cierto para polinomios de orden
n—1 y demostrémoslo para los de n : Sean s’ y ' los niimeros de cambios y raices para P’.
Si sg(a) = sg(ag) , es s =, y como (facil de ver) (—1)" y (—1)" son los signos de sus
términos independientes, r y ' tienen la misma paridad; si sg(ay) # sg(ag) , s=s5'+1y r es
de paridad opuesta a ¥ ; en ambos casos, s—r y s’ — 7 tienen la misma paridad; como para P’
(de orden n—1) estamos suponiendo cierto Descartes, deducimos que s —r es par. No es dificil
deducir de Rolle, ademds, que ' > r 6 ¥ > r—1, respectivamente, en los casos de antes; de
ahi se obtiene que en ambos casos es s —r > s’ — ¥, nimero que estamos suponiendo positivo.

Ej. Para P* sus coeficientes 2, —1, —12,6 (+ — —+) presentan s =2 cambios de signo. Esto
significa, en principio, que tiene 6 2 6 0 raices positivas. Cambiando x por —x obtenemos
—2x% = x>+ 12x+6 (— —+4+); como s = 1, seguro que hay una tinica negativa. Calculando el

A (o analizando su gréfica) vimos que hay 3 reales y con ello aseguramos que hay 2 positivas.

Ej. Para P;(x) = 9x* + 8x3 4 28x> 4 24x 4 3 podemos afirmar que no tiene raices positivas (s = 0)
y como tras hacer x por —x se tiene 1,—8,28,—24,3 podrian existir 4, 2 6 0 raices negativas.
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3.4. Ceros de funciones

Muchas veces es necesario hallar los ceros de una funcién f, es decir, los x* tales que f(x*)=0.
Pero, como vimos, ni siquiera si f es un polinomio se tienen siempre férmulas para calcular sus raices.
Mucho menos si f es una funcién trascendente como f(x) =e*+x> o f(x) = 3arctanx—logx. Se
tratard entonces de hallar los ceros de forma aproximada. El teorema de Bolzano puede ser un camino
para aproximar x*: encontrando un intervalo [a,b] de pequefia longitud tal que f(a)f(b) <O estamos
seguros de que al menos hay un x* € (a,b) con f(x*) =0 (que serd el Gnico si ' es > 6 < que 0 en
ese intervalillo). Pero mucho mds rdpidos serdn, normalmente, otros caminos como el

Método de Newton. La idea de este método es simple. Supongamos
que para una f como la de la figura sabemos que el cero x* se
parece mas o menos a xp. Aproximando la grafica con la tangente
en (xo,f(x0)) obtenemos un x; (punto en que la recta corta el eje),
probablemente mas cercano a x* que el x¢ inicial. Repitiendo el "
proceso con x; obtenemos un x;, luego un x3, ... siendo esperable :

s P P — X X X
que la sucesién {x,} converja rdpidamente hacia x*.

Hallemos una férmula que exprese cada término de esta sucesién en funcién del anterior. Como la tan-
gente en (x,, f(x,)) es y— f(xn) = f'(x4)(x — x,) el corte de esta recta con y =0 nos da la siguiente
aproximacioén. Por tanto:

£ (xn)

Xp+1 = Xn— 1 (n)

"
[Se ve que las cosas irdn mal si f/f es grande cerca de x*; se puede demostrar que ‘W
« e, . . P X
en un entorno de x* es una condicién suficiente para que converja el método].

Ej. Aproximemos las raices reales de P(x) = x* —2x?> +4x —2 (exactamente no sabemos).

La ley de Descartes nos asegura que hay 6 3 6 1 positivas (+ — +—) y exactamente 1 negativa
(+——=). Vamos a hacernos una idea de su grafica para determinar cudntas raices positivas tiene
y localizar intervalos en los que buscarlas. Para ello empezamos estudiando sus derivadas:

P'(x) = 4[x*> — x + 1] (sin raices enteras; 2 6 0 positivas (no lo sabemos, por ahora) y 1 negativa)
P"(x) = 4[3x>~1] =0 — x = +1/+/3 (puntos de inflexién de P y méaximos o minimos de P’)
P(—) =4[l + 2B~ 55; P(L) =4[1 - 2P| ~25.
P'(-3)=-92, P'(-2)=-20, P (—1)=P(0)=P'(1)=4.
Con esto ya podemos dibujar la gréfica de P'. Vemos que:
P’ tiene un tnico ceroen (—2,—1) [P">0en (—2,—1)]
y no tiene mds. Por tanto, P tiene un tnico minimo entre :
—2y —1.Apartirde él P crece = s6lo hay 1 raiz positiva | =20

de P. Para localizar un poco mejor las dos raices de P: '
P(—3)=49,P(-2)=P(0)=-2,P(—1)=-7,P(1)=1
= Existe un cero de P en [—3,—2] y otroen [0,1] .

Aplicamos ahora el método de Newton para aproximar las raices.

3 —xp+1
In—Sn 2 2x"+ . Elegimos xyp = 1 y obtenemos:
3x;—1

x1=—1.5;x=—1.347826087 ; x3=—1.325200399 ; x4 = —1.324718174 ; xs =—1.324717957 ;
y los posteriores x, tienen esos mismos 9 decimales [es curioso ver que ocurre eligiendo xo=0].
Xt —2x2+dx,—2

4[x3 —x,+1]
x0=0,x1=0.5, x2=0.675, x3 =0.6764448960, x4 =0.6764442885; xs5,x¢, ... iguales decimales.
xXo=—2,x1=—2.1, x=-2.090744197, x3 =—2.090657858, x4 = —2.090657851=x5 =x6 = - - -

Primero lade P’ : x,.1 = x,—

Los ceros de P los sacamos de x;,+1 = x,— , obteniendo con los x( indicados:
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Ej. Segundo ejemplo del método de Newton. Buscando los ceros de x" —a obtenemos una sucesién

{xn} que tienden hacia . Tenemos que:

x'—a 1
Xn+1 = Xn — n;n—l =ln {(I’l— Dxn +
n

a (algoritmo de Her6n
! para calcular raices).

Para hallar v/12345 , y partiendo de algiin niimero que no esté muy lejos, por ejemplo xp=20:
x1 =23.62083333 , x, =23.12251744 , x3=23.11162389 , x4, =23.11161875 = x5 = x¢ = - - -
Veamos ahora otro método de aproximacion de ceros de un tipo de funciones particulares que, aunque

sea mds lento que el de Newton, tiene el interés de que es aplicable en matemdticas mds avanzadas a
problemas mucho mds generales.

’ f:la,b] = [a,b] es contractiva si |f(x)—f(y)| <clx—y|, con ¢ <1, Vx,y€[a,b] ‘

Una f contractiva es continua en [a,b]: [f(x)—f(y)| <& si [x—y|<d=£.

Probemos que entonces’ existe un tnico x* € [a,b] tal que x* = f(x*) ‘

(A un x* con esa propiedad se le llama punto fijo de f).

Aplicando Bolzano a g(x) =x—f(x), como g(a) <0< g(b) = existe el x*.

Si hubiera otro y* = f(y*) serfa |f(x*)—f(")|=|x"—y"| < c]x*—y*| = x* =y".
Ademas existe una forma muy facil de aproximar el x* pues:

’ Para cualquier xg € [a,b] , 1a sucesion xo, f(xo), f(f(x0)), f(f(f(x0))),... — x*

En efecto, llamemos x, al resultado de aplicar n veces f a xg .

Vamos a ver que x, es de Cauchy. Se tiene que

[0 —Xn11| = |f (1) = (x) | < €xn—1—%n] < -+ < Mxo—x1| ; por tanto, si m<n,
P —2%n] < Pt =X | - =Xt | < [+ 4 —x0| = =5 xg —x0

)

que se puede hacer tan pequefio como queremos con m y n suficientemente grandes (¢™,c" — 0).

Como x, es de Cauchy tiene limite x* y se cumple f(x*) = f(limx,) = lim f(x,) = limx,; | = x*.

La forma mds fécil de ver que una f : [a,b] — [a,b] es contractiva es ver que el mdximo M de

[f/(x)| en [a,b] es menor que 1, pues, por el teorema del valor medio,
If () = fWI =1 ()llx=y| <M|x—y|conM < 1.

Ej. Calculemos el tinico x€[0,1] tal que . cOsx es contractiva:
su imagen estd contenidaen [0,1] y | —senx| <senl < 1.

7 1 /2
Asi pues, podemos hallar el x* sin més que apretar la tecla del coseno

de una calculadora a partir de cualquier xp € [0, 1] . Por ejemplo, si xo=1 vamos obteniendo:
0.54030231, 0.85755322, 0.65428979, 0.79348036, 0.70136877, 0.76395968, 0.7221024...
Después de apretar 20 veces obtenemos 0.73918440 ; tras apretar 40 veces, 0.73908517 ...

El método de Newton nos da el cero buscado mucho mas rapidamente.
X;; —COS Xy,
1+senx,

x1 =0.7503638678 , xp =0.7391128909 , x3 =0.7390851334 , x4 =0.7390851332 = x5 = - --

Haciendo x;,,+1 = x,— con xp =1, se tiene en pocos pasos:
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3.5. Representacion de funciones

Cada funcion pide un tratamiento diferente. Las siguientes ideas no son una receta que haya que
seguir desde el principio hasta el final. Por ejemplo, no tiene sentido buscar asintotas verticales en una
funcién continua en todo punto o empefiarse en calcular derivadas muy complicadas. La practica en el
dibujo de graficas nos ird sugiriendo los tipos de célculos a realizar en cada caso. Es importante conocer
las graficas de las funciones elementales.

e Determinacion del dominio, y de los puntos en que f no es continua (posibles saltos de
la funcién) o no derivable (picos de la grafica, pendientes verticales).

e Simetrias: Si f(—x) = f(x) , funcion par, la grafica

. de f es simétrica respec.:to 3.11 eje x=0. aN | PAR ~_ N PN
Si f(—x) = —f(x) , funcién impar, la grafica W ~ N
de f es simétrica respecto al origen. IMPAR

e Periodicidad (s6lo para algunas funciones trigonométricas): si f(x+7) = f(x) basta
pintar la gréfica en un intervalo de longitud 7 pues luego se repite periédicamente.

o Asintotas: Verticales (rectas x=c ): f tiende a +o0 6 —oo cuando x — ¢~ 6 x — ¢*
(bastantes veces se puede calcular de una vez el limite cuando x — ¢, pero otras son
precisos los laterales). Horizontales (rectas y=c): ftiendea ¢ si x — +o0$ —oo,

Si no existen asintotas horizontales (y la forma de la funcién lo aconseja) intentaremos
escribir f(x) = g(x) +h(x) , con g funcién conocida 'y h(x) — 0 si x — +oo (6 —).
Entonces la grafica de f se parecerd a la de g para x muy grandes (6 muy negativos).
En particular, hallaremos asi las posibles asintotas oblicuas, sin recetas de memoria.

[En ocasiones todos estos limites se podrédn hallar con los teoremas del capitulo 2 (los del
tipo “7/cc=0"), pero si son indeterminados habra que usar L’Hdpital o Taylor (4.5); el
desarrollo de Taylor, ademds, dard idea de la forma de la funcién cerca de un punto].

o Informacion a partir de las derivadas (utilizando los teoremas de 3.2):
A partir de la f’: crecimiento y decrecimiento (f' >0y f' <0); puntos x en los que f
posee extremos locales (si f/(¢) =0, para ver si f tiene mdximo, minimo o punto de
inflexién con tangente horizontal en ¢, es muchas veces mas facil precisar el signo de f
antes y después de ¢ que calcular la f”(c) ; incluso, en ocasiones, basta dar valores a f
en la proximidad de ¢ para verlo; puede haber extremos en puntos sin derivada).
A partir de la /" : puntos de inflexion (f”(c) =0, aunque esto pueda no bastar); intervalos
de concavidad y convexidad.
[Si no podemos hallar explicitamente los ceros de f’ 6 f” intentaremos localizar cudntos
hay y en qué intervalos estan (Bolzano ayuda). Muchas ocasiones esos ceros seran raices
de polinomios (y serd aplicable 3.3). El método de Newton de 3.4 nos permite aproximar
los ceros con la precisién deseada si disponemos de ordenador].

e Valores concretos de f(x): En x=0 (corte con el eje y); enlos x tales que f'(x)=0 o
en los que no exista f’, en puntos cercanos a estos x; en los x tales que f”(x)=0;en
x de zonas en las que sepamos poco de la gréfica.
Valores de x que hagan f(x)=0 (cortes con el eje x, quizds no calculables como ocurria
con los ceros de f" y f”), deduciendo en qué intervalos f(x) es positiva o negativa.
A veces conviene también dar valores de f (pendiente de la grafica) en algdn punto.
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Hay funciones complicadas para las que casi todo fallard y habra que limitarse a dar valores (en
ese momento serdn especialmente utiles las calculadoras y ordenadores). Al final del capitulo 4
(cuando dominemos Taylor y los limites dificiles) dibujaremos mds gréficas.

Se deducen de la grifica de f(x) las graficas de:
fx)+c, flx+c), cf(x), flex), —f(x), f(=x), [f()]y f(Ix])

Lade f(x)+c eslade f(x) trasladada ¢ unidades hacia arriba (¢ > 0) o abajo (c < 0).

Lade f(x+c) eslade f(x) trasladada ¢ unidades hacia la izquierda o derecha (¢ >, < 0).

Lade cf(x) con c>1(0<c<1)eslade f(x) estirada (comprimida) verticalmente.

Lade f(cx) con c>1(0<c<1)eslade f(x) comprimida (estirada) horizontalmente.

Lade —f(x) eslareflexion de la grifica de f(x) respectoa y=0.

Lade f(—x) eslareflexién de la grifica de f(x) respectoa x=0.

Lade |f(x)| se obtiene reflejando hacia arriba las partes de la de f(x) bajo y=0.

Lade f(]x|) esla parte de la grafica de f(x) parax > 0 mds su reflejo respectoa x=0.
[Todo es fécil de deducir. Por ejemplo, la grifica de g(x) = f(x+2) valeen x =a
loquela f valiaen x =a+2 y por eso la grafica de g es la trasladada de f hacia

la izquierda; la altura en cada punto de g(x) = 2f(x) es el doble de la f inicial y
lade g(x) = %f(x) la mitad; g(x) = f(|x|) vale f(x) si x>0 y ademds es par...]

Ej. De la grifica de senx (dibujada a puntos) deducimos las graficas de: senx+1, senx—1,
sen(x+1),sen(x—1), 2senx, §senx, sen(2x), sen3 , —senx, sen(—x), [senx| y sen|x]:

s e
T : :
—% ' :

2

Ej. Un ejemplo que emplea varias de las ideas anteriores: f(x) = |(x—2) 4 1|

fx)
3 (x-2)]
> > A
0

/ 2
(X72) +1

)53—6)c2—i—12)c—77 six>1
P 46x*—12x+7,six< 1

Mis complicado es dibujar las dos funciones que define:
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Dos funciones cuya grafica no ofrece excesivas dificultades:

Ej. f(x) = 1;4)‘2 . Par. domf = R—{0}. f(x) = e, f(x) = 0.

X—00

Flx) = e F(x) = 206

x» X0
Extremos: x = +v/2 ~ +1.41, f(+v2) = —0.25. T v
2
Inflexién: ix = /X ~ £1.8, f(ir) = —0.21. — = N
f@)=0ex==%1,f(3) =12, f(R) =2, f2) =—F ~—019. ¥ p- it
Ej. h(x) = /2 = —2_ h(x)>0Vxedomh=(—1,).

TS e

W (x)= 2[*[;‘1?}2 si —1 <x<0 [decrece]; ' (07)=—1.

W (x)= 2[;5):]?}2 si x>0 [crece]; h'(0T)=1.

2
" x4 . Ll x4 /
H'(x)= R l<x<0;h'(x)= PR x>0. 3/12 // =
h(x)=/x— l—ka%1 [se parece a v/x—1 para x grande]. :

h(x) —oosix— —11 .

h(0) =0, h(=5) =% =h(1),h(3) =3

Dibujamos ahora dos de los ejemplos manejables de 3.1:

Ej. g(x) =x?sen? con g(0) = 0 para que g sea continua.

g(—x) = —g(x): impar. De las derivadas se saca poco:
g (x)=2x sen% —cos % =0& tan% = ﬁ (infinitos cortes)

Pero podemos dar infinitos valores a la funcién:

Comosenizléx: Sen£:71<:>x:

2 . 2
[4n+1]m ° [4n—1]m >

la grifica de g toca en esos x la de x> y la de —x?,

y para los demas x la grafica oscila entre ambas.

1 _ _ 1 . . .
sen =0 < x = ., otros infinitos puntos de la grafica.

1 o1 g ~
Como sen | =~  si x gordo sospechamos que g(x) ~ x.

De hecho sabremos justificar por L'Hopital o Taylor que

Jim [g(x) —x] =0

Ej. n(x) = arctan x%, n(0) =7 . Par. n(x) > 0Vx.

' (x) :1:_—2;2 = ncrece six <0y decrecesix>0.
4_ .
n(x) =2-3=L s céncavasi x| <371/ ~0.76 .

(14x4)°
Valores: n(1) = 2, n(371/4) = arctan /3= Z .
n’'(0)=0.n(x) — 0.

X—00
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Dos ultimos ejemplos con dificultades para hallar ceros:
Ej. I(x) =x3+6log (2 —x) . dom/ = (—o0,2) .
I(x) > —oosix — 27 6 —co, pues

O[14882=0] (] 40] = —oo"[L’Hopital]

x3 X——o00

I(x) = 35242 — 0 & P(x) = 23 — 262 +2 = 027
+ — + (0 6 2 raices positivas ??) ; — — 4+ (1 negativa [méax de [ ]);
P'(x)=3x—4x,P(3)=% >0, P(0)=P(2)=2, P(+1)==+1

= raiz de P [méx] en c € (—1,0) [Newton: ¢~ —0.84]; no minimos.

—1][x2— . L 3—
1(x) = 623 i v = 16355 ~ 0.4 355 ¢dom! ]

[x—2]2
= [ convexa (U) entre los 2 p.inf. y céncava en el resto de dom/.

(1) =1,1(0) = 6log2 ~ 4.1, [(—1) = 6log3 — 1 = 5.6, [(—2) = 12log2 — 8 ~ 0.3.

Ej. k(x) = xlog|x—2| . domk = R—{2} . logh21 2—f,L

k — —o, k - 00, k — —oo,
x—2 X—00 X——00

k(0)=k(1)=k(3)=0, —k(—2)=k(4) =4log2~2.8
[Segtin Rolle hay al menos un cero de &’ en (0,1)]

—4
K(x)=loglx—2/4+ 255 K'(x) = [;‘_—2]2 )

x = 4 inflexién, x < 4 céncava, x > 4 convexa.

k" = 0 donde se corten las graficas de log|x—2|y 5%~ .
K(0)=log2~0.7 , k' (1)=—1 = méximo en c€ (0, 1)

[utilizando Newton para k' con xg = 0.5 :
x1 =0.546370 ,xp =0.545267 =x3 =x4 = -+ ].

Cerca de x = 2 no se anula k¥’ pues
kK —oosix — 2%,k (3) =3 yk  decreceen (2,3).

47



3.6. Aplicaciones

Tangentes a curvas.

Ej. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola x> —y?> = 16 en el punto (5, 3).

Mas corto que despejar la y derivar la raiz resultante, derivamos .
implicitamente considerando la y como funcién de x : \ 3

2x—2yy’:()—>y’(x):§. Six=5,y=3es

-
/:§—>y:3+%(x—3),5x—3y:16. /

Ej. (Para qué puntos de la curva y=2x> la recta tangente pasa por (1,0) ?
y = 3x* — Recta tangente en el punto (a,a?) :
y=a’+3d?*(x —a) = 3a’x — 24> .
Pasa por (1,0) si 3¢>—2a*=0— a=0,a= 3 — puntos (0,0) y (3, %) Irf

[rectas tangentes respectivas: y=0 ¢ y = %(x -1 e

Ritmos de cambio.

Ej. Un cilindro se comprime lateralmente y se estira, de modo que el radio de la base decrece a un ritmo
de 3cm/s y la altura crece a 8 cm/s. Hallar el ritmo al que estd cambiando el volumen cuando el radio es
Scmy la altura 7 cm.

El volumen del cilindro es V = r?h — %/ = ﬂ[rz%JrZrh%] = 2mr[4r —3h] «— —

Cuando r=5y h="7,V'=—10r cm¥s (el volumen decrece en ese instante).

Ej. Una escalera de 5m de largo permanece apoyada sobre una pared vertical y su extremo inferior
se estd alejando del pie de la pared a una velocidad constante de 2m/s. Hallar la velocidad a la que

desciende la parte superior cuando el extremo inferior estd a 4 m de la pared.

\/
Sea y la distancia al suelo de la parte superior y x la distancia de la

parte inferior a la pared. Por pitdgoras es: y = /25 — x% . Entonces

dy _dy _dx _ _ —2x — _ 8 0
i e T Cuando x =4 es 7 =—73. St
Se*
v | |
Por tanto el extremo de la escalera cae en ese instante a % m/s. S Y
c . . . L «— . ,o'lo
[Curiosidad, si x — 5 la velocidad de caida — o (!?) ]. = <

Ej. La luz de un faro situado a 1/2 Km de la una costa recta gira con un periodo de 12 segundos. Hallar
la velocidad con la que la luz se mueve por la costa: i) en el punto P més cercano al faro, ii) en un punto
situado a 2Km de P, iii) un segundo después de pasar la luz por P .

R Sean 0 el angulo y x la distancia descritos en el dibujo. Se tiene que
Q x= %tan 6 . La velocidad de crecimiento de 6 es % = % radianes
‘ por segundo. La velocidad de la luz sobre la costa es

n — I(1+tan?0)90 = Z(1+4x2)

enP,0=0,x=0—x" = {5 Km/seg ~ 942 Km/h;
i) x =2 — x' = 1Z Km/seg ~ 16022 Knv/h;
i) 0 = Z —x' = 5(1+ 1) =% Km/seg ~ 1257 Km/h.
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Maximos y minimos.

Ej. Hallar (si existen) dos reales positivos cuyo producto sea 1 y tales que su suma sea i) maxima,
ii) minima.
Sean los niimeros x y % . Hay que buscar los extremos de S(x) =x+ -
en el intervalo (0,c0) [como no es un cerrado podrian no existir].

S’(x):l—x%:O—wc:1(—1nosirve);S”(x):x%—>S”(1):2

2

hay, pues, un minimo local en x=1. S derivable para todo x de (0,),
S(x) — o cuando x — 0 y cuando X — oo = no hay maximo. Por tanto,
el minimo (absoluto) se da si x =~ =1 (la suma es entonces 2).

Ej. Un nadador se halla en el mar a 4km de una playa rectay a 5km de una palmera situada en la
playa junto al mar. Si nada a una velocidad de 4 km/h y camina por la playa a 5km/h, ;cudl es
el tiempo minimo que debe emplear para llegar hasta la palmera?

El tiempo empleado en nadar hacia un punto situado a una distancia
x de la perpendicular y luego caminar hasta la palmera es

T(x)= 7”1?”‘2—&—35;)‘ , con x € [0,3]

[si x<O tarda mds seguro y si x>3 no vale la expresién de T'(x)].
M) — _x 1 _ 25.2 _ 16 _ 16
T(x)f4 e 5 0= 16x 16+x* ©x= 33
Pero % >3 —]3—6 no cumple 7' =0, asi que el minimo se toma
enunextremo: T(3) =3 <T(0) =% [T(})=2¢ es mentira].

Por tanto, debe nadar hacia la palmera (si ésta estuviese lejos si convendria atajar).

Ej. Con un alambre de longitud 1 m se forman un cuadrado y una circunferencia. ;Cudnto alambre debe
emplearse en cada figura para que la suma de sus dreas sea i) maxima, ii) minima?

1 [1 x}

L 44-1]x” —27x+
I — — N Area total = L+ 7% = —&—4”2 = [”]16# =A(x)
\ j con x € [0,1]. Los mdximos y minimos (que existen, por ser A
continua en [0,1]) se alcanzardn (A derivable en (0,1)) o bien
@ L en los extremos del intervalo o bien cuando A’(x) =0:
x=2mr f——ry Alx) =BT _ 0 = P~ 044 m

Como A’ <0 si x <x*, A’ >0 si x>x*, el minimo se da en x*,ycomo A(0)=1% <A(l)=2L

el maximo en 1 (empleando todo el alambre para el circulo [A ~ 0.08 m? ] para el area minima se

usa alrededor de 44 cm para el circulo y 56 cm para el cuadrado [A= i + 7]~ ~0.035 m? ]).

Ej. Hallar el punto de la grifica de f(x) = v2cosx? mds cercano al origen.

%,%]U[Lﬂ 9—”]U---

@domf:---u[—\/g,—\/%} \/?\/? {\/?7\/§}

AN

1.25 2.17 2.80 3.3 38

Hallamos antes su dominio y dibujamos su grdfica: cosx? >0« x? € [0, F]U]

Mejor que minimizar distancias, minimizamos su cuadrado (es lo mismo y evita derivar raices):
2_ 2 2. 1 2 ) st 13
d(x) =d[(0,0), (x, f(x)]” = x> +2cosx*; d'(x) = 4x(5 —senx”) =0 »x=006x"= £, " -

El valor minimo claramente se da en [—/7/2, /% /2] . Candidatos son ademds estos extremos.
d(0)=2, d(i\/%) =24+V3~226,d(+/%)=%~ 157 — puntos mds cercanos (+./%,0).
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4. Series, Taylor y limites indeterminados

4.1. Series de numeros reales

Queremos hacer ‘sumas de infinitos nimeros reales’, llamadas series:

gk

artaytaz+---=) ay.

1

Por ejemplo, ‘sumemos’ 1/5+ 1/5%+1/5% +1/5*+1/5% +--- . Sumar un ndmero finito de
términos siempre se puede: la suma de los 2 primeros es 0.24, la de los 5 primeros es 0.24992,
ladelos 10 es 0.2499999744 , ... Pero carece de sentido ‘sumar infinitas veces’. Cuando aparece
la palabra ‘infinito’ en matemdticas se acude al concepto de limite. Dada una serie, siempre
podemos hacer la suma de los k primeros términos, que llamaremos k-ésima suma parcial
Sy = aj + -+ a; . Parece natural decir que la suma S de los infinitos a, serd el limite de la
sucesion {Si} . En el ejemplo anterior parece que este limite existe y parece ser S=0.25, pero
este limite pudiera no existir para otras series. Asi, paralaserie 1 —1+1—141—--- las sumas
parciales van siendo S; =1, 5, =0, S3 =1, S4 =0,..., sucesién divergente (y, por tanto, no se
le puede asignar ningtin valor a la suma de los infinitos términos). Lo primero que miraremos
cuando nos encontremos con una serie es si la ‘suma infinita’ tiene sentido:

=

k
La serie Y a, es convergente si lo es la sucesién {Si} con Sy =Y a,.
n=1

n=1 =

Def. | La suma de la serie es entonces el klim Sk - Se llama término general de

—» 00

la serie al a, y sucesion de sus sumas parciales a {S;} . Si una serie no

converge, se dice divergente.

[La serie converge si lo hace su sucesion de sumas parciales; otra cosa distinta es
que converja su término general. Para Y > 1 =1+14+14--- es {Sx} = {k}, que
claramente diverge a oo, y sin embargo converge la sucesion constante {a,} = {1};
pronto veremos que para que la serie converja serd necesario (pero no suficiente) que
{a,} tienda hacia cero (para que pueda ser finita la suma de infinitos nimeros es
necesario que sean muy pequefios)].

De la definicién y de las conocidas propiedades de los limites de sucesiones se deduce inme-
diatamente que si suprimimos, cambiamos o afiadimos un nimero finito de términos al
principio de una serie, no se altera su caracter de convergencia o divergencia (aunque si
el valor de su suma, si converge), porque las nuevas sumas parciales diferirdn de la inicial sélo
en un constante. Por eso, cuando estemos hablando simplemente de convergencia podremos no
escribir el n en que empezamos a sumar; incluso escribiremos s6lo ¥, (no olvidando que son
infinitos términos).

También estd claro (por las propiedades de sumas y productos de sucesiones) que si Y. a, y Y. b,
convergen y si ¢ € R, también convergeran las series Y [a,+b,] y Y. ca, y que:

[an+by] = ian—i— ibn ; ican = cian
n=1 n=1 n=1 n=1

s

n=1
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(Como saber si una serie converge o no? ;Cuanto vale su suma si es convergente? Vere-
mos una serie de criterios que nos permitirdn responder en la practica a la primera pregunta
para muchas series (desde luego la definicién € —N del limite de sucesiones no es adecuada,
ni vimos en 2.2 teoremas para trabajar con sucesiones en las que el niimero de sumandos va
creciendo). Respecto de la segunda, casi siempre necesitaremos calculadora u ordenador para
dar simplemente un valor aproximado de la suma de la serie.

Dos casos en que se puede sumar la serie (excepcionales, porque podemos encontrar una
expresion manejable de la sumas parciales; cuando veamos series de Taylor en 4.4 conoceremos
la suma de alguna otra serie) son los siguientes:

Series geométricas (progresiones geométricas de infinitos términos):

]_rk+1

n;)rn:1+r+r2+... Sir;réleSSk:ﬁ:> Si‘r’<1,n§)"":ﬁ

Y si || > 1 diverge, al hacerlo Sk
(tambiénsi r==+1: 1+1+--- —00, 1 —1+1—1+4--- divergen).

Ej. Con esto vemos que % + 5% + 5% +..= % ; (%)” = % 171] 75 = % = 0.25 como sospechdbamos.
oo k
[De la misma forma que en este ejemplo, es facil ver que, en general, ;( "= ﬁ L8l <11
Series a
telescopicas: ”; [bn—bni1] | = Sk = [b1—ba] + [ba—b3] + -+ [by—br 1] = b1 — b1 .

Por tanto, la serie converge si y solo si {b, } converge y entonces su suma es: | by — lim b,

n—oo

Lo 1 > Tl 1 .1
E,].an_‘_n:;[ﬁ—m}:l—hmle.

n=1 =1 n—oo

Ej. il logn_’r_—1 = il [logn—log(n+1)] es divergente, porque logn diverge hacia +oo.

Salvo en estos dos casos nos conformaremos con saber si la serie que tratamos converge o no y
con la calculadora para aproximar su suma (a ser posible, dando una cota del error cometido).
Lo que sigue son los criterios mds importantes para distinguir las series convergentes de las
divergentes (hay mds, pero aplicables en muy pocos casos practicos). El primer criterio permite
identificar un montén de series divergentes (muchas veces a simple vista):

Teorema: | Si Zan es convergente = a, — 0 |[la implicacién opuesta (<) es falsa]

Es a,=S,—S,_1 . Entonces a,—0, pues S, y S, tienen, desde luego, el mismo limite.
Ej. )} % es divergente, porque el término general a, no tiende a 0 (tiende a m ).
Ej. Z(—l)”el/ " diverge, porque a, tampoco tiende a O (ni a nada; pares — 1, impares — —1).

Veamos que <« es falso, o sea, que no basta que los nlimeros que sumemos tiendan a 0 para que
la serie converja. Para ello basta un contragjemplo.
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. L. had . a, — 0, pero la
Probemos que la ‘serie arménica’ | ) 1 diverge (an ‘.p .,
= suma es ‘infinito’).

[Es imposible verlo con calculadora: S;=1, $>=1.5,..., Sjp ~ 2.929, ..., Si00 =~ 5.187, ...,
S1000 ~ 7.485 ,... no parece estabilizarse, pero sumandos muy altos acabarian por no afectar
al ndmero de la pantalla, pues la calculadora maneja s6lo unos pocos digitos].

Sealaseric 1+3+1+51+s+s+g+tg+ ",
de términos menores que los de la armdnica. Tenemos entonces que:
Sy=1+43,S4> 14545, Sg> 1454545, S >144%.

Por tanto la sucesién de sumas parciales de Z% diverge (ni siquiera estd acotada).

Series de términos positivos [0 de términos negativos, pues Y a,=—Y.(—ay,)].
Observemos que entonces las sumas parciales forman una sucesion creciente.

Veamos varios criterios de convergencia. El primero exige saber algo de integrales y limites de
funciones, pero lo necesitamos para tratar las importantes series ) % .

Se define: [.° f(x)dx = blim /: ab f(x)dx (si el limite existe; la integral se dice convergente).

Criterio integral:

Sea f(x) funcién positiva y decreciente para x> 1. Entonces la serie ¥ f(n) converge
n=1

& [ f(x)dx converge. El error estd acotado por [, f(x)dx < S—S8; < [” f(x)dx.

Este criterio, es de los pocos que dan cota del error
cometido al sustituir la suma § de la serie conver-
gente por la k-ésima suma parcial. No lo demos-
tramos. Recordando el significado geométrico de la
integral, es intuitivamente claro a partir del dibujo.

% converge si s>1 y diverge si s<1

gk

n=1

Si s <0, el término general no tiende a 0 y la serie diverge.

Si s >0, la funcién f(x) =x* es positiva y decreciente y aplicamos el criterio anterior:
si s#1, [Pxdx=[1—b""]; sis=1, [Px'dx=1logh.
Si b — oo, la primera integral converge para s>1y — oo si 0<s<1.Lasegunda — oo.

=

. . . 1
Ej. Para aproximar la suma S de la serie convergente )} — =1+ % + % +--- sumamos
P

n=1

50 términos y obtenemos Ssg = 1.201860... ;Qué error E hemos cometido?

El criterio integral nos dice que:

S5 =[5, = 5237 = 0.000192... <E =S-S50 < [55% = [—x?]

=

__1 _
s0 = 3502 = 0.0002
El valor de S (no calculable exactamente) estd comprendido entre 1.202052... y 1.202060...
En los dos siguientes criterios compararemos nuestra serie con otra cuya convergencia conozcamos (nor-

malmente con las Y, n% ; por eso serdn adecuados cuando hay como mucho potencias de 7 ; si aparecen
términos mayores, como 3" o n!, serd mejor utilizar el cociente o la raiz que veremos).
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Criterio de comparacion por desigualdades:

Si 0 <a, <b, ,entonces ) b, converge = Y a, convergey i ap < i by

n=1 n=1

[Y por tanto } a, diverge = Y b, diverge. Pero no se obtiene ninguna
conclusién de que la mayor diverja o de que la menor converja].

Sean Sy =a;+---+ar, Ty =b; +---+ by . Son sucesiones crecientes con 0 < §; < T .
Entonces: T; convergente = T} acotada = Sj acotada = Sy convergente y limS; < lim7; .

senn+ 1

2 2 1
<= Sl .
an <Y sabemos que ' e 2y —3 converge

. s 1
Ej. ) % converge, ya que 0 <

. 1 .. 11 T .
Ej. Z nil diverge, pues ntl > =y la arménica diverge (de "5 > L no sacariamos nada).
n2 n2 n n n

Lo podemos afirmar sin el criterio: la suma de una Y a, convergente y otra ) b, divergente es
divergente (si convergiese, Y [a,+b,] —Y a, =Y b, convergeria) y esto le pasa a nuestra serie

):[% + niz] . [Que conste que la suma o diferencia de dos divergentes si puede ser convergente].

Trabajar con desigualdades puede ser complicado, por eso suele ser bastante mds util:
Criterio de comparacion por paso al limite:

Sean a, , b, >0y lim Z—” = ¢ (finito). Entonces:
n—oo n

Si ¢>0, ¥ a, converge < Y b, converge. Si c=0, } b, converge = Y a, converge.

Si ¢>0,paran>N, % < Z—" < % =0< %bn <a, < %bn y aplicamos el criterio anterior.
Si c=0,paran>N,0 < Z—" <1=0<a, <b, yotra vez el criterio.

A partir de ahora, para abreviar, representaremos con el simbolo “~” el hecho de que a dos
series les podemos aplicar la primera parte de este criterio, es decir:

ap~by si g —c>0
n

[A pesar del simbolo elegido, no quiere decir esto que, aunque las dos series converjan

alavez, la suma de una se parezca a la de la otra (intentemos no escribir Y. a, ~ Y b, )].
Esta parte del criterio con ¢ >0 permite determinar la convergencia de muchas series a simple
vista, mirando sélo en los términos n* que ‘mandan’ en numerador y denominador:

Ej. Z”n;; diverge, porque a, ~ n% = % (es decir, la—/”n = nnj —1>0)y Z% diverge.

[La comparacién por < no es adecuada aqui (de la acotacién sencilla a, < % no sale nada,

pues aunque la gorda diverja la menor podria converger); en cambio, para el primer ejemplo
del criterio anterior, como £l no se parece a ’3—3 ( ]‘;23 no tiene limite), el paso al limite

no parece adecuado (se puede usar la parte con ¢ = 0, pero es mds facil usar desigualdades)].

Ej. ¥ 5/n—173

Je n%+cosn

[Aunque sean unos cuantos a, <0, esto no impide aplicar criterios para series de términos
positivos, pues la convergencia se mantiene si los quitamos].

converge, pues da, ~ ’13% ( l/c:l—’é/z —5> O) y Y # es convergente.

. arctann 1 a T 1
Ej. 23 converge, yaque a,~ 3 ( 1/’;12 — g, pues arctann — Z ) y Zn_2 converge.

. 1 1 a, 1\ -
Ej. Tip(—1)n CONVEIge: dn ~ 7n ( W —1>0 ) y Y (7) es geométrica convergente.
1

[Alguna vez compararemos con otras series conocidas y no sélo con las }. s |.

1

Ej. Y sen n% - Lasucesion -5 — 0y sabemos ya que

x—0 .
%% "= 1. Por los teoremas que relacionan

limites de sucesiones y funciones se tiene: 1‘;23 — 1.Como Y, n% converge, la dada también.
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Cuando los términos que dominen contengan logaritmos habré que aplicar la segunda parte (lade ¢ =0)
de este criterio (porque logn no se parece a ninguna potencia de n):

Ej. Zk;# converge, pues 10%7"/3’1 = logn -0y Z

(més gorda) converge.

) lo% diverge, pues % -0y Z% (mds pequefia) diverge.
{0 por desigualdades 10% > % sin> 3] {0 por el integral [;” 10%d}c = [%(10gx)2]:° — oo} .
logn ogn/n logn
Yy niz converge, pues 15;’—3//2 = lg/z 0y Z 5/ converge.
[hemos debido afinar pues ¥ - -7 s convergente pero menor y y . », €s mayor pero diverge].

Series de términos cualesquiera.

Consideremos primero la serie, de términos positivos, de los valores absolutos Y’ |a,| .

Teorema: ’ Y |an| es convergente = Y a, es convergente ‘

0 <ay,+la,| <2la,|, ¥ |an| converge = ¥ |a, + |a,|] converge (criterio de
comparacion por desigualdades) = Y [a, + |aq|] — ¥ |an| = Y a, converge.

La implicacién < es falsa: pronto veremos series Y a, convergentes pero tales que Y |a,| di-
verge. Diremos que Y a, es absolutamente convergente si ) |a,| es convergente (el teorema
anterior dice que absolutamente convergente = convergente). Diremos que Y a, es condicio-
nalmente convergente si converge, pero no absolutamente.

_1\n+l
Ej. Z (=1 converge absolutamente (y por tanto converge) pues ¥ n+ converge (~ niz).

2+l +1
Ej. ) Cgin Z lcosn' ( ! ) geométrica convergente = Y. |a,| converge = Y a, converge.
Ej. ) CO:" .De )’ @ no sacamos nada (< Z% divergente). No sabremos decir si converge.
Ej. i D 1— 543 —--+ no converge absolutamente (., L diverge), pero si condicionalmente
(Eama log2 como se vera) por el siguiente criterio para series alternadas (+ —+—+—---):

Criterio de Leibniz:

Si a, >0 es decreciente y a, — 0 entonces Z (—1)’”rl =ay—ay+az—---
n—oo =1

converge. Ademds, el error absoluto |S—Sy| < aN+1 (primer término que se omite).

Es fécil ver que por ser {a,} decreciente: %
SH<8 < <8 < K Sy < <83 S —
. S
Como S, y S2,+1 son mondtonas y acotadas convergen 2 N TS S35

(al mismo limite, pues S»,1+1 — Sz, = azu+1 — 0 ), con lo que la serie converge.

Sea S su suma. Se ve que para todo n es ’ Son <8 < Sont1 ‘ . Ademas:

0<85-85,< S2n+l — S = Aop+15 |S_S2n‘ < azn+1
0<80,-1—S < S%_1—Sm=awu;|S—Su-1| < a

= VN, par o impar,

[Si la serie fuese Z(fl)"an = —a)+ay—---, el criterio y la cota del error absoluto serian iguales.
No olvidemos que esta cota tan sencilla del error sdlo se tiene para estas series de Leibniz. Para las de
términos positivos convergentes las sumas parciales S, se acercan a la suma S formando una sucesién
creciente y el error S — Sy es, por tanto, mayor que el siguiente término ay.1 ; el Unico criterio que nos
ha dado cota del error es el integral (pero es aplicable a muy pocas series)].
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) (_1 n+1
L Vi

n=1
es alternada,

convergia absolutamente. También podemos ver que converge usando Leibniz:

1

1 1
1 — 0y Vnes o

n?+ >

m . Estimemos el valor de su suma S.

Por ejemplo, es: % — % + % — % =0341.<S< % — % + % = 0.4, acotacién nada precisa.

Si queremos el valor con |error| < 1073 debe ser ay;| = L — < ﬁ & (N+1)2>999.

(N+1)2
Esto sucede si N > 31 (pues 312 =961, 322 = 1024 ). Hay que sumar 31 términos.

[Con ordenador (0 mucha paciencia), S~ S3j =3 — 1+ + 555 ~ 0.364].

Ej. % — % + % — % + % — % +--- es alternada y a, — 0, pero no decrece (y Leibniz no es aplicable).

De hecho diverge: S> =1, S4:1—|—%,..., Sz,,:l—i-n-+%—>oo,cuand0 n— oo,

Ej. Veamos para qué valores de a converge ¥ (—1)" sennia y para cuales lo hace absolutamente.

Si a <0, el término general no tiende a 0 (dificil probarlo con rigor) y, por tanto, diverge.

Si a > 0, es convergente por Leibniz, pues a, = sen n%, > 0 (es alternada), a, — O claramente
(senx continuaen x=0, nia — 0y sen0=0)y a, es decreciente (por crecer senx en [0,1]).

(Para cudles de estos valores a > 0 converge ) sen ,%a ? Por tender ** — 1 cuando x — 0y
ser {nia} una sucesion que (sia > 0) tiende a 0, se tiene que sen nia ~ ,%a y, por tanto, la serie
converge absolutamente si @ > 1 (lo hace condicionalmente si a € (0,1]).

Para las series (de términos positivos o signo no definido) con n en exponentes o factoriales son
muy ttiles los dos siguientes criterios (para las parecidas a ), % no sirven):

Criterio del . |a si r <1, Y a, converge (absolutamente
. Sea lim [n 1] =r . Entonces: . ,): " ge ( ) )
cociente: n—oo  |ay| sir>1(0 r=o), Y a, diverge

(y si r =1, el criterio no decide: la serie puede converger o divergir)

r<1:seasconr<s<1.EINtalquesinZN:%gs,esdecir, |an+1] < s|ay] .
Por tanto |a, x| < --- < s¥|a,| sin > N. Asf: i|an| = lan| + |lay+1] +--- = i\aN+k|
n=N k=0

< lan| isk , geométrica convergente = i |a,| también converge = ian converge.
k=0 k=0 k=0

r>1:3Ntalquesin2Nes%>l,osea,

+
an

an+1| > |an| y 7 0 el término general.

Cuando se vean muchas potencias n-simas (y no factoriales) en la serie conviene utilizar:

si r <1, Y a, converge (absolutamente)
sir>1(0 r=o), Ya, diverge

Criterio de

rd n J— .
la raiz: Sea r}grolo \/|an|= r . Entonces:

(si r=1, de nuevo no sabemos; casi siempre es r=1 a la vez utilizando cociente y raiz)
r<s<1:3IN/n>N, {/|ay| <s, |a,| <s" =Y |a,| converge = Y} a, converge.
i=0 k=0

r>1:3N/n>N, {/|lay| > 1, |a,| > 1y no tiende a 0 el término general.

1 s
Ej. Z—S . |a|2+‘1| = (nj_—)é — 1; Ylan| = W — 1 (pues /n — 1). Ni cociente ni raiz deciden.
n n n
. (=3)"  ans1] 3+l 34! 3/nl+1
Ej. LA = = .E sol :
Z 3ol Jan] T 3 33/’1! F—l — 0. Es convergente (absolutamente)

[Por Leibniz es complicado y con la raiz no sabemos pues desconocemos como va v/n! ]

2 —2n/(n+2
Ej. L [nn?}n A =[1-%]" = ([1 - %]7(%2)/2) [ e 2 < 1. Converge.
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Ej. Y.(—1)"2"17V" /]a,] = [fﬁr/”zz.rl/ﬁﬂz;

o bien, ania] =2 7V = 7Vn=Vntl ) (pues \/n—vn+1=
1

|a,1\ 7Vn+1
. . 1
Ej. ZW A |an| = Togn — 0. Converge.

\f+\/7 — 1). Diverge.

1 n
Ej. Z (nn—;l) . Way = "::—1 - ll/n — 1. Laraiz no decide (y parecia ser el criterio adecuado).

Como r =1 probablemente haya que aplicar desigualdades o paso al limite:
(nt1)" n" 1

Por <: A 2 T = Y Y. 1" divergente = la nuestra es divergente.
1 n .
Por — : (7;;1) (puesto que a/"n = [’h’:—l} — e ) = la nuestra diverge.

En los dos siguientes discutimos la convergencia segtin los valores de los @ y b que aparecen:

a
Ej. ZZ—n,con a>0,b#0.

anii| _ (n1)%p" (A1) 1 (n'/m* 1
= = — — (obien, v/|a,| = —F——— — — ).
T R TR A T
Cociente y raiz aseguran que converge para |b|> 1 (de esto deducimos que n?/b" — 0si |b|>1)
y que diverge para |b| < 1. Para b= =1 los criterios no deciden, pero estd claro que diverge
porque el término general no tiende a 0 (bastaba esto para decir que divergia para |b| <1).

b" b|" ! nt
Z e |c|ZZ:1| = 12 |b/"(/nn_:_ ) = n|+‘1 — 0. Convergente Vb , por gordo que sea.

Ej.

Por tanto, b"/n! — 0 para cualquier b, limite que no es fécil de calcular directamente.

: n!  apqq (I’l+ l)' n" n" 1 1
B Lo e, = i = “<1.C .
J " a, (n+ 1)l (n 1) (1+1/n)" ~ e onverge

[Y de aqui, n!/n" — 0, otro limite que no era trivial calcular].

Los tres tltimos ejemplos (y un limite admitido en sucesiones) nos permiten comparar la rapidez
con que varias sucesiones se van al oo . El simbolo “<” representard que lo de la izquierda
dividido entre lo de la derecha tiende a 0 cuando n tiende a oo :

’ logn < n“,a>0 < b",b>1 < n! < n"

Ej. Veamos ahora un ‘serie de potencias’ (tratadas a fondo en 4.3). Estudiemos para qué x converge:
2n

X lani1] \x|2n2 x| |x| | | 1/n712 2
Yad ol —amine 2 Vel = gam = 3 Gues [T 1),

Por tanto, la serie converge si |x| < 2y diverge si [x| > 2. Si \x\ =2 (x = £2) estos criterios no
deciden, pero entonces ¥ 1/n* converge como ya sabemos. En resumen, converge si x € [—2,2] .
Para cada x de ese intervalo la suma serd un nimero real, con lo que la serie define una funcién
f(x) . Podemos mirar cada sumando como una funcién de x. Cada una de ellas (K - x*") es
continua. ;Lo serd la f(x)? Este tipo de preguntas las responderemos en las secciones siguientes.

Ej. Acabemos con otra serie en que los sumandos dependen de x (otra ‘serie de funciones’):
Z sen”x |an+1|  +/n|senx]
mo =
vn o |atn| vn+1

Para x = +k7 el cociente no decide. Si k es par, la serie que resulta Y ﬁ es divergente.

— |senx|, la serie converge si x # 5 +k7.

Si k es impar, queda ), % convergente (Leibniz). Converge pues si x# — 742k .
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4.2. Sucesiones y series de funciones

Consideramos sucesiones cuyos términos son funciones con un dominio comtn A :
{fu(x)} = fi(x), fa(x), ... fu(x),... para x €A

Para cada x fijo de A tenemos una sucesion {f,(x)} de nimeros reales y en muchos casos
sabemos (desde 2.2) calcular su limite (si lo tiene), que, en general, serd una funciéon de x.
Damos un nombre nuevo a esta vieja convergencia (para cada punto x) para distinguirla de la
que definiremos un poco més adelante:

{f»} converge puntualmente hacia f en A

Def. | i paracada x € A es lim {fi0)}=rf(x).

Seria bueno que f conservase las propiedades de las f,, , pero esto, en general, no ocurre:

<x<
Ej. fu(x)= { xln’(;zfc_ ! . Todas las f;, son continuas en [0,o) .

0,0<x<1
1,1<x

Y, sin embargo, la funcién limite puntual f(x) es discontinua.

Para cada x € [0,00) existe lim f,(x) = f(x) = {
n—oo

Para que se conserve la continuidad se necesita una definicion mas fuerte de convergencia:

Def {fx} converge uniformemente hacia la funcién f en A si
el.
Ve >0 existe algiin N tal que Vx €A, si n > N entonces |f(x)— fu(x)| <€.

[El N vale Vx, sélo depende de € ; en cambio, la convergencia puntual significa:
Vx € Ay Ve >0 3N(g,x) tal que si n>N entonces |f(x) — f,(x)| < €]

Gréficamente, que { f,} — f uniformemente significa que a partir de
un N todas las gréficas de las f;; quedan totalmente dentro de una
banda de altura 2¢ alrededor de lade f . Si la convergencia de las f,
es solo puntual, para cada x el N serd distinto y no se podra dar uno
que sea vdlido para todos los puntos de A . |

Claramente, convergencia uniforme = convergencia puntual. Pero < es falsa:

Esto lo prueba la {f,, } de arriba: por alto que sea el N siempre hay funcio-
nes de la sucesion que se salen de la banda de radio € . Formalizando algo
mas: toda f; toma el valor % que queda fuera de la banda si € < % . Para
cada x existe N tal que sin > N el punto (x, f,,(x)) estd dentro de la banda,
pero hace falta elegir N mayores a medida que nos acercamos a 1. En un
intervalo [0,a], con a< 1, la convergencia si serfa uniforme, pues el N que
valiese para x = a claramente valdria también para el resto de los x.

Ej. Estudiemos la convergencia de g,(x) = 255 eni) A=[-2,2] ,ii) A=R

1
Hay limite puntual en todo R pues g,(x) — 1Vx. T%é
n—oo . -
Y en [—2,2] es también uniforme: =) 2

n+x _ 2 o2 4 4 ; 4
ap =T < am Sz s,<esinzN>7Vrel-22].

Pero no converge uniformemente en R porque cada g, (no acotada) se escapa de la banda.
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Para estudiar la convergencia uniforme, como siempre en las definiciones con &, hemos partido
de lo que se queria hacer pequefio y avanzado mediante desigualdades hacia una expresiéon mas
sencilla. Ha sido esencial hacer desaparecer la x, pues el N buscado debia depender solo de €.
Podemos ahorrarnos las tltimas cuentas con el sencillo teorema:

Teorema:

’ Si |fu(x)—f(x)|<a, ¥x€A y a,— 0 entonces f,(x) — f(x) uniformemente en A

(pues dado €, el N que asegura a, < € nos vale, desde luego, para todos los x € A).

Para encontrar el a, en ocasiones bastard hacer acotaciones, como en el ejemplo anterior, pero
otras veces serd mds complicado y, como en el siguiente, habrd que utilizar derivadas:

Ej. Estudiemos la convergencia de %, (x) :H—jlc—“)@ .

X

Estd claro que {h,} converge puntualmente en todo R: T2, 0Vx.
Nn—o0

Si queremos ver la convergencia uniforme en todo R de {%,} nos encontramos con problemas:
x|
n

| (x) — 0] = T+ni:2

no parece acotable en R (la cota sencilla < |x| no lleva a nada).

[a partir de lo anterior si seria fécil ver que si hay convergencia puntual en [1,2], por ejemplo]

Un modo natural de acotar | f,(x)— f(x)| (sin usar los <) es buscar el méximo de esa diferencia.

En nuestro caso, para acotar |h,(x)| vamos a hallar los extremos de cada h,(x) :

42
1, (x) :[]1;#;2]2 = 0= hy(x) crece en [~ 5] y decrece en el resto de R.

hn(iniz) = iﬁ y ademds h,(x) — 0. Asi que |h,(x)| < ﬁ =a, VxeR.

x— oo

Como a, — 0, {h,} — 0 uniformemente en R (en contra de lo que se podia pensar en principio).

Probemos que la convergencia uniforme tiene la buena propiedad que la puntual no tenia:

Teorema:

’ fn continuas en un intervalo I y {f,} — f uniformemente en / = f continua en / ‘

Veamos que f es continua en un x € [ cualquiera.
Sea & > 0. Por la convergencia uniforme, existe algiin n tal que | f(y) — fu(y)| < § Vy €.
)= fu)| <5y 1fx+h) = fule+h)[ <5

Como f, es continua en x existe > 0 tal que si || < & entonces |f,(x+h) — fu(x)] < §.

En particular, para todo htal que x+h €1,

Por tanto, si |h| < & entonces
[feth) = O < [f(eth) = falxe+R)[ +[falx 1) = fulx) |+ [ fulx) = f()] < €.

[Este teorema basta para probar que las f,, del primer ejemplo no convergen uniformemente en
[0,°0) , pues si la convergencia fuese uniforme, la f(x) deberia ser continua].

basta para que f sea derivable, o puede ser f derivable y
IxI

[Si las f, son derivables, que f, — f uniformemente no T A
no coincidir f’ con el limite de las £} (situaciones sugeridas E Lsen(n’x)

por los ejemplos de la derecha); para que se cumplan ambas
cosas ademds deben las f; converger uniformemente].
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Todo lo anterior se aplica de modo natural a las series de funciones:

Def. | L Jn converge puntualmente o uniformemente en A hacia f
n=l1 si lo hace la sucesion de sumas parciales S, = fi+---+ /5

Por lo visto para sucesiones de funciones y como S, es continua si las f;; 1o son tenemos:

Y fn — f uniformemente y f, continuas en un intervalo / = f es continuaen /.

n=1

Aunque la definicién de convergencia uniforme de series de arriba aparenta ser tan simple,
estd claro que serd casi imposible de aplicar en la préctica (la puntual si es facil, aplicando
para x fijos los criterios vistos para series numéricas). Es claro que casi nunca se podrd hallar
directamente el N que haga [fi(x) +--- + fu(x) — f(x)| < & (ni siquiera sabemos quien es
f(x), pues casi ninguna serie se puede sumar). Pero hay un criterio muy ttil que permite ver
para bastantes series de funciones que convergen uniformemente:

Criterio de Weierstrass

Sean {f,,} definidas en A y {M,} una sucesién de nimeros reales tal que |f,(x)| < M,
Vx € A ytal que ¥ M, converge. Entonces ) f, converge uniformemente en A .

Vx €A, Y |fu(x)| converge y por tanto Y. f,, converge puntualmente. Sea f su suma.

|f(x) = Sn(x)| = ‘Z;;Jrlfn(x)‘ <YN+1 |fu(x)] < YNt M
que se puede hacer tan pequefio como queramos haciendo N suficientemente grande
(Y. M, converge). Tenemos un N independiente del x, S, converge uniformemente.

[Si no podemos aplicar este criterio no sabremos decir nada sobre la convergencia
uniforme de una serie (pero estd claro que aunque no consigamos encontrar la Y M,
convergente, esto no significa que la ¥ f;; no converja uniformemente)].

. n . n 1 1
Ej. ) sen_znx es uniformemente convergente en todo R pues |sen_2nx| < Pl Y ;3 converge.

[Deducimos, por ejemplo, que la suma f(x) de esta serie es funcién continua en todo R1].

La serie obtenida derivando término a término: ) <\** diverge, por ejemplo, cuando x=0.
[Para otros x, como x = 7, converge (Leibniz); y para casi todos no sabemos decirlo].

[Como vemos, no se pueden derivar las sumas infinitas, en general, como las sumas finitas;
las series de potencias que veremos a continuacioén si se podran derivar término a término].

Ej. Estudiemos ahora la convergencia de Y &, con h, = 1+j§—4xz (vista hace poco).
Lo que sabiamos de series numéricas nos basta para ver que converge puntualmente VxR
L= g S D R 1
si x=0 queda Y0;si x#0, x ) Tp,2 converge pues 75 ~ "7y Y. -5 converge.

Para ver si la serie es uniformemente convergente s6lo disponemos de Weierstrass.
No saltaba a la vista la serie numérica con la que comparar, pero segtin hemos probado:

| (x)] < ﬁ VxeRy Y ﬁ convergente = Y h,(x) converge uniformemente en R.
[Otras propiedades importantes de la convergencia uniforme (que veremos en 5.5) serdn
las relacionadas con la integracion: el limite de las integrales de una sucesion de funciones

integrables serd la integral del limite cuando haya convergencia uniforme, pero podria no
serlo si s6lo hay la puntual (y lo mismo sucederd con las series)].
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4.3. Series de potencias

A una serie de la forma Y a,(x—a)" se le llama serie de potencias en (x—a) .
n=0

Para cada x que converja la suma de la serie serd un ndmero real. Por tanto, define una funcién
f(x) cuyo dominio serdn los x para los que converge. Supondremos a partir de ahora, por
sencillez, que @ =0 (en caso contrario harfamos x —a =1 y estariamos en el caso a =0):

fx)=Y ax"=ao+ aix+axx*>+--- | (viene a ser, pues, un ‘polinomio infinito”).
n=0

Una serie de ese tipo siempre converge en x=0 (y f(0)=ap ), pero no tiene que hacerlo Vx:
vimos que la serie Y x" converge (y que su suma f(x) =1/[1—x] ) siy sélosi |x|<1.En general,
converge en un intervalo centrado en el origen (que puede degenerar en x=0 o ampliarse a todo
R):

Teorema:

A cada serie de potencias estd asociado un nimero positivo R , llamado radio de
convergencia de la serie, que, segtin los casos, tiene las siguientes propiedades:
1) si R =0, la serie s6lo converge en x =0,
ii) si R es un nimero real positivo, la serie converge si |x| <R y diverge si |x| >R,
iii) si R = oo, la serie converge para todo x.
Ademds, si 0 < xp < R, la serie converge uniformemente en |[—xp, X .

converge umiormemente Enii), para x =R y x = —R la serie puede converger
| . . . . . .

o - L o divergir. El teorema no dice que la serie converja uni-

R 0 R formemente en (—R,R), sino que lo hace en [—xg,xo)

DIV ? CONVERGE 2 DIV con xp tan cercano a R como queramos).
Comencemos demostrando que:

Si Y a,c" converge para un c¢ entonces ) a,x" converge uniformemente en [—xo,xo|,
si 0<x<|c|,y converge puntualmente (y absolutamente) en (—|c|,|c|):

Como Y a,c" converge = a,c" — 0 y por tanto estd acotada: K tal que |a,c"|<K
= six € [—x0,x0] , [anx"] < |anc"||2|" < K|2|" .

Como Y |2|" es geométrica convergente ( |%2| < 1 ), Weierstrass asegura que Y. a,x"

converge uniformemente en [—xg,xo| . Ademds para todo x € (—|c|, |c|) existe xo con

|x| < xo < |c| , con lo que Y |a,x"| converge puntualmente.

Sea S = {x:Y a,x" converge}. Es no vacio (0 € §). Si existe algiin x ¢ S, |x| es cota superior
de S (no converge para ningun real mayor por el resultado anterior) y por tanto tiene extremo
superior. Veamos que el radio de convergencia R=supS : si |x| > R la serie diverge (si no,
existirian puntos de S mayores que R);si |x| < R existe ¢ con |x| < ¢ <R parael que Y a,c"
converge (R es cota superior) y por tanto ) a,x" también converge. Si 0 < xg < R, existe ¢
con xp < ¢ < R parael que Y a,x" converge y la serie converge uniformemente en [—xp, x| .
Sino existe x ¢ S, la serie converge Vx: R = oo. Se ve igual que hay convergencia uniforme en
todo [—xp,x0] -
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El R se podra calcular casi siempre mediante el criterio del cociente o la raiz.

Por ejemplo, si en la serie aparecen todos los x" (no si es del tipo ¥ a,x*" 6 Y ax*"*!)

s

se tiene que: | R =1im o] , si dichos limites existen o son infinito, pues

n—oo ‘arH»l‘ n—oo N |an|

lim [l = |x| lim il 1 [>1] & x| < lim ) [ |x| > lim lan| ] (muy parecido
n—co |anl[x[" n—seo lan] lan+1] n—eo |an+1] con la raiz).

Ej. Zn"x" W = % — 0 =R: laserie s6lo converge si x =0 (y podemos tirarla a la basura).

dan n—oo
- . ! .

Ej. x—r: . R= 1lim (”:lr,l) = oo (cociente, desde luego). Converge Vx (a f(x) =e* como veremos).

= n! n—oeo I

o [ qgln n+1|,(2n+3 2 1
y [ ontt I n+

E‘. . = 9 2 1 l — R )
J 2n+1 n—e  2n-+3 9n|x|2n+1 |x| <l< \x\ <3
. . 7”}1
Si x = 44 la serie que aparece en ambos casos [
X 3 que ap ) T

[No podiamos aplicar las férmulas recuadradas y por eso usamos directamente el cociente].

también converge (Leibniz).

Ej. i i gg ., - Necesitariamos la regla de L’Hopital (o admitir limites ya citados basados en ella):
n=2

la,|  log(n+1) log(x—+1) 1/(x+1) I 1

R = lim =1, porque lim = lim
n—e|a, 1| logn porque g, logx e /x et l/x
Six=-1, Y Ognn converge por Leibniz ( Tog l

Six=1, Z@ diverge, pues logn >1 Sy Z diverge. La serie converge si x € [—1,1).

iR

[Sin L’Hopital: converge si |x| <1, pues 5~

< |x|" y ¥ |x|" geométrica convergente, y

si |x| > 1, el término general no tiende a 0 (pues si |x| > 1 es logn < [x|") y diverge].

Propiedad esencial de las series de potencias es que se pueden derivar término a término
dentro de su intervalo de convergencia |x| <R (como si fuesen polinomios):

Teorema:

Sea R >0 (finito o infinito) y sea f(x) = ianx” para |x| <R . Entonces para |x| <R:

f es derivable, Znan I converge y f ( ) inanx”*l =a; +2ax+3azx>+ - -+
n=1

n=1

[La demostracion no la hacemos porque utiliza propiedades no vistas de derivacién
de series uniformemente convergentes (ver Spivak); en el capitulo 5 veremos que
también las series de potencias se podran integrar término a término en |x| <R ].

Aplicando el teorema sucesivamente a f’, f”, ... obtenemos que para |x| <R :

f”(x):ianx"*zz 2a; +6azx+ -+, ..., f(k)(x):in(n—l)--~(n—k—|—1)nx"*k: Klag+---
n=k

n=2

Asi, una f definida por una serie de potencias es C* en |x| <R y | f¥)(0)=k!ay |.

Ej. La derivada de f(x) :i Y es flx) = i ")H' = f(x) Vx€R [ya dijimos que era e*].

n!

n=0""" n=1
. > . . 12
Ej. f(x):Z%:x+%+§+%+'“ . Su radio de convergencia es R = h’m@ =1=
n=1 n—oo n
- 2 3 o 2 .
PO =Ft 4SS )= Tl = L 2 <1

n=2

3
I
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Como ):niz y Y (:112)" convergen, la serie de la dltima f converge en los dos extremos
x = =1 del intervalo de convergencia. Sin embargo las series de las derivadas tienen peor
comportamiento en esos puntos: la de f’ converge en [—1,1) ylade f” lo hace s6lo en
(=1,1). Pero las funciones definidas por series son ‘muy buenas’ en (—R,R) (acabamos
de ver que tienen infinitas derivadas ahi). El problema fundamental de estas funciones tan
buenas es que para hallar sus valores debemos sumar series (y por eso casi siempre nos

tendremos que conformar con valores aproximados).

Las series de potencias también se sumam, multiplican,... como si fuesen polinomios:

Teorema:

Sean f(x)= ianx”, x| <Ry glx)= ibnx”, |x| <R, . Entonces si |x| <min(Ry,Ry):
n=0

n=0

FO)+g(x) = ¥ [an+balx", f(x)g(x) =aobo+(aohi+aibo)x+(aobr+aibi+azbo)x>+---

n=0

[Lo de 1a suma es consecuencia de las propiedades de series numéricas; lo del produc-
to es mas complicado y lo admitimos sin demostracion; también se pueden realizar
la division f/g (si f/g tiene limite en x = 0) y la ‘composicién’ de series (veremos
ambas cosas en ejemplos)].

_ 1 _ 1
T2 42x-3 7 [x43]x—1]

Ej. Hallemos de varias formas el desarrollo en serie de potencias de f(x)
Sabemos que:

ﬁ:_[1+x+x2+x3+-"]Z—;X"Si|x|<1’
1 _ 1 1 _1 x 2 iy [
w3 = 3Ty sl sty el = s e s <3

= 709 = ghreks = -4 00 Pt (= DR (= f = ) oo
=l T2 2004 iy < 1=min(1,3)
Lo més rapido (descomponiendo en fracciones simples; usaremos esta idea en las integrales):

I T ¥ EE U O T UM T | NN PO A
AT = T~ ) = ALY ﬁ2[3+37n}x"

n=0

Ahora ‘dividimos’: buscando una serie ¥ c, tal que [co +c1x +cox® +c3x> + -+ ][> +2x—3] = 1.

Igualando las potencias de x°,x!,x,... vamos obteniendo:
xo:—300:1:>c0:—% ; xli2c0—3c1 =0=¢ :%coz—% ;
x2§Co+26‘1—36‘2=0:>02:%co—i—%cl :_é_%:_% :

De una forma tampoco nada practica (pero que sugiere como componer series):

1 1 2 3
f(x) = —§m = —%[1+%(2x—|—x2)—|—$(2x+x2) —|—2i7(2x—|—x2) +]

Y eligiendo (sin olvidar ningin término) los coeficientes de las sucesivas potencias:

£ = =4 1+ e (G4 (o )]

[La teorfa para la serie mas general ¥ a,(x—a)", DIV ? CONV ? DIV
como dijimos, es la misma; el intervalo [x—a| <R
de convergencia estd ahora centrado en a]. a—R a a+R
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4.4. Polinomios y series de Taylor

¢C6mo hallar, sin calculadora, /e, log2 6 senl? Las funciones mds faciles de evaluar
son los polinomios. Si encontramos un polinomio P que se parezca mucho a una funcién f dada
cerca de un punto a (y podemos estimar el error cometido al sustituir f por P ), podremos hallar
valores aproximados de f(x) para los x proximos a a.

Ej. Sea f(x) =¢*. El polinomio de grado 1 mds parecido a f cerca
de x=0 es larecta tangente: Py(x) = f(0)+f (0)x=1+x.
Observemos que satisface: P;(0) = f(0); P{(0) = f'(0).
Probablemente se parecerd mas a e* el polinomio P, de grado 2 P, 1
que cumpla P»(0)=f(0); P5(0)=/"(0); Py(0)=r"(0), es decir, y

Py(x) = f(0)+ f(0)x+ #x =14x+ sz . <7 |

/" P, (recta
tangente)

En general, el P, que mejor aproximard a una funcién f cerca de x=a serd el que coincida
con f ycon sus n primeras derivadas en a. Se comprueba facilmente que:

Def. | Si f tiene n derivadas en a, el polinomio, de grado <n,
Pra() = f(@) + £ (@e—al+ L a4 oo+ L e o

(k) ! Rosd?)
cumple P4 (a) = f®)(a), para k=0,..,n. Al P, . se le llama P ()
polinomio de Taylor de f de grado n en a. Se llama R, ,(x),

resto del polinomio de Taylor, al error cometido para cada x al : :
sustituir f(x) por P, ,(x), es decir, f(x) = Py q4(x)+Ryq(x). a X

I/

Es esperable que el R, ,(x) sea pequefio si x es cercano a a y que disminuya al aumentar 7.
La siguiente expresion del resto, a pesar de venir en funcién de un ¢ desconocido, nos va a
permitir acotar este error en muchas ocasiones:

Teorema (forma de Lagrange del resto):

Si f, f, ..., f*D estan definidas en [a,x] (6 en [x,a] ) entonces

_ f(n_H)(C) n+1 - . 2 .
Ry q(x) = W[x—a] para algin c€ (a,x) si x>a [ 6 c€(x,a) si x<al].

[Otras expresiones del resto son titiles, pero se necesitan las integrales. Observemos que
si f esun polinomio de grado n se deduce R, , = 0, es decir, que, como debia suceder,
el polinomio coincide con su polinomio de Taylor de grado n].

Para cada 7 € (a,x) tenemos que f(x) = f(t)+ f'(t)[x—t]+---+ %[ﬁc—t]” + Ry (x) .
Miremos el resto como funcién de ¢ para x fijo: S(#)=R,,(x). Derivando respecto a ¢ :
0=+ (=L O+ Ok—1)+ (= Oh—1)+ 55 fer]?)
IS ( () e—f] ! + JAARI0) [x—t]") +S0) = S(t) = JARRI0) [ — 1]

(” 1)! n! n!
El TVM de Cauchy en [a,x] para S(¢) y g(t) = [x—¢]"*! implica que Jc € (a,x) tal que

@ et 1
g~ Al et A

Como S(x) =R, .(x) =0, S(a)=R,4(x), g(x)=0, g(a)
[Igual si x<a].

[x —a]"*! se tiene el resultado.
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Normalmente hallaremos los polinomios para a = 0. En ese caso no escribiremos las a de los
subindices y las expresiones anteriores adoptan la forma (férmula de McLaurin):

Si f,f", ..., f**1) existenen [0,x] [6 [x,0] ] entonces para algin c€ (0,x) [6 c€(x,0)]

F0) = B+ Rafx) = £(0)+ £/ (Ope L2 o L2000 g )

Hallando las derivadas se obtienen facilmente los siguientes polinomios y restos:

e =1+x+5 +8 4 484 R (x) con Rn(x):(ni—cl)!x”*l
7 n+1 —1 n+1
senx—x—§+——%+-~-+( 1)"(5“2:1),+R2n+1( ) con Rz,,H(x):((z)n%xz”‘Ir3
_1)\n+l .
cosx =1 =31+ 37 — &+ (=1)" gy + Ran(x) con Ry (x) = S eant?

[Para senx, como la derivada sen(?7+2) (0) = (—1)""'sen0 =0, es Py, 41 = Poyy2; por

eso en su resto aparecen 2n+3 y no 2n+2;y algo muy parecido sucede con el cosx].
Dado un x, hay en los tres casos cotas faciles para el resto en términos de cosas conocidas:
x‘x‘lﬂr | n+1

T st x<0,es [Ra(x)] < iy s

2n+3 2+2
(9] < gy W5 para cosx, [Ron(x)| < gy V.

para e*: si x>0,es |R,(x )|<

para s€nx,

Como vimos en 4.1, una sucesién de la forma |x|¥/k!—0 Vx cuando k — oo. Por tanto, po-
demos aproximar para cualquier x el valor de e*, senx y cosx con la precisién que
queramos utilizando un polinomio de Taylor con » suficientemente grande (aunque habra
que tomar un n mayor cuanto mas lejano de 0 estéel x).

El logx no estd ni definido en x = 0. Por eso lo que se desarrolla es el log (1+x) . Es fécil ver
que la derivada n-sima de esta funcién es [—1]"!(n—1)!(1+x)™" y por tanto

1t 1 +1
10g(1—|—x)—x—7+———+ 41" 1’%—1—1?,,()0coan(x):%i(lfc)n+1

Se puede probar ademds (no con esta expresion del resto) que los polinomios del log (1+x)
solo aproximan a la funcionsi —1 <x<1.

Ej. Calculemos con error menor que 107> el senl.

n n! 2"
3
1 .
o)< By ot ()] < iy < s 20329 | 21 2
senl ~ 1 — &+ 155 — sgi5 ~ 0.84147 conerror [R7(1)| < ¢; <107 | 4 24 16
s Qs . . 5 120 32
Ej. Si aproximamos sen2 con este mismo P;(x) el error serd mayor: 6 720 64
sen2a2— 8432 _ 18 109079 [R;(2)| < 2 = 54 ~0.0014. | 7 | 5040 | 128
6 T 120 ~ 5040 ’ 9 = 2835 s | a0m0 | 256
(Estas cotas pronto serdn mds ficiles con las series de Taylor). 9 | 362880 | 512
. 4 | 3 10 | 3628800 | 1024
Ej. Hallemos ahora logz =log (1 —3) con error < 107 .
1y| — 1 1 _ 1 L
Como [R(= )| = G rar ™ _y 5% o sty — Gt < 1o S 723
debemos usar el polinomio de grado 3 : log% ~ —% — % — ﬁ ~ —0.224 con error < 1073 .

De otra forma (que evitard la acotacién del resto en cuanto tengamos las series de Taylor):

1 1

4 _ 1
log2=—log(l+4)~ —%+ 3 — 195 #0223, con |R3(} |—7444<1+¢) 0<i1/4 5 < 1060 -
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Dada f con infinitas derivadas en O su serie de Taylor en x =0 es:

Esta serie de potencias es un ‘polinomio de Taylor de infinitos términos’; su N-sima suma
parcial es Py(x) . Por tanto, es previsible que una f coincida con su serie de Taylor (al menos
cercade 0).

Como f(x) zi f(">'(0) X"+ Ry(x), estd claro que | f(x)= Z ) X" < Ry(x) — 0
n=0

n n—0 n! N—oo

f(x) coincide su serie de Taylor en los x para los que el resto tienda a 0.

Vimos hace poco que el resto Ry(x) — 0 Vx para e*, senx y cosx. Asi pues:

1n 2n+1 o [_l]nx2n

e X _ v [t _
_,,gbﬁ’ senx = Z I ,cosx—n;) 2!

, VxeR

[La serie derivada de la de e es ella misma, derivando la de senx obtenemos la de cosx y
derivando la de ésta obtenemos la del seno cambiada de signo; observemos también que s6lo
contiene potencias impares la serie del seno (debe cambiar de signo al cambiar x por —x)y
pares la del coseno].

Operando con la seriede ¢* ylade e =1—x+ %xz — éx3 + -+ obtenemos que:

2n+1

shx=x+5+% 4. -r chx=1+%+54+...= Y | vxeR

(2n+1)! ’

Sabemos que - = ix” sifx] <1 = % = i[—x] y 1+x2 = i[—l]"x”’ si x| <1.
n=0 0

n=0 n=

: S +1 =1 on
Por tanto: | log (14x) = Z x” , arctanx = Z il para |x| < 1

pues las derivadas de las series son las de arribay en x = 0 se anulan funciones y series.

[La serie de log (14x) converge tambiénen x=1 ylade arctanx en x==+1 (ambas tienen
R = 1) lo que no hacen las series derivadas; se puede ver que convergen (lentamente) hacia
log2 y tarctanl:

log2=1-4+4—4+- %:1_% 11y

Parece normal que la serie del log (14+x) olade 1/(1+x) sélo converjan para |x| <1 pues
en x = —1 las funciones se van a infinito, pero es sorprendente que lo hagan sé6lo en ese
intervalo las series de 1/(1+x?) o de arctanx ya que son funciones derivables en todo R.
La explicacidn se tendrd cuando se miren esas series en el plano complejo].

Otra serie muy util es lade f(x) = (1+x)", r€R (x" no es desarrollable en 0):

rR(r\ n A r(r—=1)-(r—n+1) . (generaliza el
(I+x)" = n;()(n)x » con <n>_ n! > si <1 binomio de Newton)
[en particular se tiene: \/1+x:1+§—%2+-~-, m 1—*+3x ey

Como: f/(x) = r(14x)"", f"(x) = r(r—1)(14x)""%, ...,

fO X)) =r(r=1)-- (r—n+1)(14x)"", ...
la serie de Taylor es la de arriba, y se puede ver que Ry — 0 si 0 <x <1 con la expresion de
Lagrange (y con otras expresiones del resto que no hemos visto se ve que también lo hace si
—1<x<0).
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De las series de Taylor anteriores podemos deducir muchisimas otras, sin mas que sustituir
a veces y utilizando otras las operaciones conocidas con series de potencias (muchas veces no
podremos dar la expresion del término general de la serie):

Ej. Para escribir el desarrollo de sen (3x?) basta cambiar x por (3x?) enel de senx :

9 32n+l
sen (3x%) = 3x*— §x6_|_..._|_(_1)" (2n+1)!x4n+2+...
Ej. e¥senx=[14+x2+ 0+ | x— ¥+ Lod 4+ ] = x4+ 33+ A5 o vk,
Ej. cos\/x=1—%+ x>, si x>0. [Esta serie representa la funcién ch\/—x para x <0].

Ej. Para el desarrollo de tanx no conviene utilizar la definicion pues las derivadas se complican:
f(x) =tanx, f'(x) = 1 +tan’x , f"(x) = 2tanx+tan’x, ...

Es mejor hacer el cociente de las dos series conocidas (tendrd s6lo potencias impares):

senx _ 3 . 3 5 1.2, 1.4 _ 3 5
S — cpx o3 o oo bose | [T S0t =x -2 A+
1

1o o 1. 3., ¢ __1 =1, S.. _@a a1 2.
=x:c=1; x:¢c3 T =g T G3=3 XI5t =15 =155 .-

Ej. En este ejemplo vamos a hacer nuestra primera ‘composicién’ de series:

1 _ 2
I4+senx —

=1 —[x—éx3+-~~]+[x—éx3+---]2—[x—---]3+[x—---]4+---

:1_[x_éx3+...]+[x2_%x4+...]_[x3_...}+[x4_...}+...

= 1—x+x2—%x3+%x4+---
[calcular el cuadrado, cubo,... de una serie es mds corto que multiplicarla por si misma una
vez, dos veces,. . . si se utiliza que (a+b+c+~~)2 = a*+b*+ c*+2ab +2ac+2bc+ -+,
(a+b+c+--) =@ +b> + +3a2b+3ab* + 3a*c + 3ac? +3b2c +3b2 + -+, ...]

X — sen3x+ sen4x—|— e

1 —senx—+sen

De cualquier serie de Taylor podemos deducir, truncando la serie, la expresion del polino-
mio de Taylor (pero sin expresién manejable del resto) por el siguiente

Teorema:

f(x)=P(x)+x"g(x) con g(x) — 0= P(x) esel P, de Taylor de grado n de f.

x—0

[es facil comprobar que coinciden tanto f y P como sus n primeras derivadas en x=0]

Ej. El del polinomio de Taylor de arctanx es: Pa,i1(x) =x— x> 4+ %xh“

pues el resto de la serie es de la forma x>"*!

g(x),con g(x) — 0.

x—0
Los desarrollos en serie de Taylor permiten bastantes veces calcular valores aproximados
dando facilmente cota del error (si aparece una serie de Leibniz; en caso contrario habra que
acudir a la expresion del resto de Lagrange).

Ej. Calculemos { % con error menor que 1072, Para |x| < I sabemos que es:

()15 = 14 Ly USICAIS) 2 | WSS9 3 g 28 62

2
. WS _ g 113 - :
Por tanto: (14-5) " =1+ 15 — 55 + 550 — - » serie alternada y decreciente.

¢ 5/3 27 _ 3 -2
Asi pues, es \/;N 56 =1.08, con error < =55 < 107~

1/5 . . L
[Calcular \SE =(1- %) /> nos costarfa bastante mds esfuerzo, por salir serie no alternada].
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Aunque una f sea de C* en todo R y su serie de Taylor converja Vx la funcion puede no
coincidir con la serie:

fx)y=e"'", f(0)=0.

Veremos en la proxima seccién que esta f cumple f () (0) = 0 Vn ; asi su serie de Taylor es
Y 0-x" =0, convergente Vx; pero, evidentemente, no coincide con f salvoen x=0.

f es analitica en x =0 si se puede escribir como una serie de potencias

Def.
en todo un entorno |x| <r, r>0.

(deberd, al menos, tener infinitas derivadas en x=0). Hemos visto que senx, cosx,
e*, log(1+x), arctanx, (1-+x)" son analiticas en x=0 (coinciden las tres primeras
con una serie en todo R,y el resto en |x|<1). La f de arriba es un ejemplo de
funcién no analitica en O a pesar de tener infinitas derivadas en el punto.

(n)
f"(a) (x—a)";

[Més en general, la serie de Taylor de una f en un punto a es i .

n=0
haciendo x —a = s, se traslada el problema a una serie de Taylor en tornoa s =0.

Una f es analitica en x = a si es igual a una serie de potencias en |x—a| <r;

e* lo es, por ejemplo, en cualquier a; \/x noloesen x=0 (perosien x=1)...].

[Acabamos con un tema mds adecuado a una asignatura de cdlculo numérico, pero que conviene contar
aqui para comparar con los polinomios de Taylor. Se usard aproximando integrales].

Polinomios de interpolacion.

El polinomio de Taylor P, es s6lo una de las formas de aproximar una f con polinomios. El P, es,
como vimos, el que mejor aproxima a f cerca de un punto. Pero muchas veces interesa encontrar un
polinomio Q, que aproxime a f en todo un intervalo. Una de las posibilidades de hacerlo es conseguir
un Q, que tome los mismos valores que f en unos cuantos puntos del intervalo. A éste polinomio se
llama polinomio de interpolacién. Otra situacién en que es ttil el polinomio de interpolacién es cuando
s6lo disponemos de unos cuantos valores de la f (por ejemplo, esto sucederd si la f es resultado de
unas cuantas medidas experimentales). Es decir:

Dada una funcién f(x) se llama polinomio de interpolacién de
Def. | grado n paralos n+ 1 puntos distintos x,...,x, al polinomio

O, que satisface Q,(x0) = f(x0) , ..., On(xn) = f(xn)

Un Q, arbitrario tiene n+ 1 coeficientes ay,...,a, . Se podrian determinar
con las n+ 1 ecuaciones lineales Q, (x¢) = f(xx) , k =0...n, pero veremos
formas mucho mads cortas de calcular el Q, . Es ficil ver que Q, es Unico:
si hubiese otro Q; , la diferencia Q, — Q; seria un polinomio de grado <n
con n+ 1 raices distintas, lo que es imposible.

XO Xl X2

Hay varias formas de construir el Q, . Veamos la formula de Newton. Ponemos Q, en la forma:

’ On(x) =Ao+A1(x—x0) +A2(x—x0)(x—x1)+ -+ A (x—x0) - (x—x,—1)

Sustituyendo ahora sucesivamente x = xg , X = X ,..., X = X, , obtenemos el sencillo sistema

Ag = f(x0)
Ao +A;(x1 —x0) = f(x1)

Ag +A1(xn _XO) +"'+An(xn _XO)"'(xn _xnfl) :f(xn)

que permite ir calculando los Ay de forma sucesiva y, por tanto, el polinomio de interpolacién.
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En el caso particular (y muy comin) de que los h
]
X sean equidistantes (es decir, xz | =x;+h)
el sistema adopta la forma mads simple:
Ay = f(X()) , Ap+hA| = f(xl) , Aop+2hA; +2!h2A2 = f()Cz) Y eeny
Ag+nhAy+ -+ Lo hFA + -+ A, = f(x,) —

] h ] h ] h ]
T T T T

1
Xg XZXgth X5 ceeeeeeeeeee

(n—k)!
Ao = f(xo)
Ar = 31f(x) = f(x0)]
4o = 53 [F(02) = 2f (0) + £(x0)]
A3 = gy F) = 3f(0) +3f(n) = F(x0)]

Otra expresion del Q, la da la férmula de Lagrange. Llamemos

| ) = (r—x0) - (x =) (r =)+ (1 =) |

e (x)

Observemos que el polinomio [de grado n] % vale 1 si x=1x; yvale 0 si x=ux;,con j#k.

Portanto: | 0u() = (10) 5 4o+ () 0 o+ () )

[parece mds comodo usar directamente esta férmula y no resolver un sistema, pero su inconveniente
principal es que si queremos afiadir un nuevo punto hay que volver a calcular todos los 7, lo que no
sucedia con Newton]

Como en los polinomios de Taylor, aqui también se puede dar una estimacién del error cometido al
sustituir la f por su polinomio de interpolaciéon Q,, .
Admitimos sin demostracién que si f € C"*![xg,x,] se tiene que:

fx)—0ulx) = ﬁ(x—xo)(x—xl) e (x—x,) f D () con ¢ € (x0,xn)

Ej. Hallemos el Q, que toma los mismos valores que f(x)=senx en 0, % y .
Sabemos que f(xo) =0, f(x1) =1, f(x2) = 0. Calculando los Ay [h = 7] tenemos:
Ao=0,A;=2[1-0],Ay= 3[0-2+0] —

Or(x) =0+ %(x—O) - %(x—O)(x— Z)= %x(n—x)

. x—7/2)(x— x—0)(x— x—=0)(x—m/2
A lo mismo llegamos con: Q> (x) =0 ((07%2%07;3 +1 (n/(zfoggn /Qﬂ) +0 (<n7052”77;//2))

Utilicemos este polinomio para aproximar senl y sen?2 :
02(1) = 0.86795 , 02(2) = 0.92534 . Los errores cometidos estdn acotados por
E(1)] < L[1-0[|1 —x/2||1 — 7| = 0.05, |E(2)| < %[2—0[|2—7/2|[2— 7| ~ 0.04 .

Las aproximaciones son peores que las que vimos con el P; de Taylor.
Pero son mejores en 2 que las obtenidas con el de orden 5 (Ps(2) =0.9333, sen2 =0.9093).
Siguen siendo peores en 1, més cercano a 0 (Ps(1) =0.8417, sen 1 =0.8415).
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4.5. Calculo de limites indeterminados

O sea, del tipo | co—co, - c0, 8, =,1%, 0°, «® | (los otros ya sabemos hace tiempo).

Utilizando desarrollos de Taylor (en principio, para x tendiendo hacia «a finito):

Introducimos una notacién para abreviar: sea g(x)#0 para x#a en un entorno de a.

. _ L fx) Se lee simplemente:
Def. | Diremos que f(x)=o0(g(x)) cuando x — a si lim o) 0 £ es ‘o pequefia’ de g.

Con esta notacion podemos expresar los desarrollos de Taylor escribiendo sélo aquello que se
va a utilizar para calcular limites (la funcién es el polinomio mas ‘algo despreciable’):

Si f es de C"*! en un entorno de a entonces f(x) = P, 4(x) +o([x—a]")

(pues entonces |+ (¢c)| <K para ¢ € [a,x] = ’&’fg,)l Klx—a]

< G —0six—a)

Ej. lim S _ jn 2O

x—=0 X x—0 X
pues o(x) es precisamente algo que dividido por x tiendea 0 si x — 0.

=1,

1.3 3
. _ x—|x—zx’+o(x 1
Ej. lim 5 iy Tt o] 1
x—0 X x—0 X 6

Aqui no basta el P; (x) (no se sabe hacia que tiende % )

[Es habitual (aunque impreciso) escribir unos puntos suspensivos en lugar de utilizar la “0”;
si lo hacemos, tengamos en cuenta que esos puntos deben representar las potencias de x
estrictamente mayores que las escritas; no escribir ni siquiera los puntos suele conducir a
errores, como sustituir simplemente en el dltimo limite senx por x (infinitésimo equivalente
que dicen algunos) lo que nos puede llevar a decir que

X —senx X—x 0
tim T — Jim T = 1im = = 0 111]
x—0 X x—0 X x—0 X7
3
1 o(x
. ., Xx—tanx . X—[X+%x3—|—()(x3)] ) 7§+ &3)
EJ. lim = lim . = lim S —
x—0 X —senx x—0 x — [x— 6_)(3 +()(x3)] x—0 % 0()2 )
P

Sin conocer el desarrollo de tanx (lo hallamos como cociente) podriamos utilizar otros:

. xcosx—senx 1 p X—%X3+0(x3)—x+%x3+0(x3) B 1
lim———————— =1im ; lim =-2.
x—0 x—senx COSX x—0 x—x+ 6x3 + 0(x3) *—0 COSX
1.2, 1.4 4 1.2 1.4 4 1, o)
. chx—V1+x2 | 145+t o) — [+ 3 —gx+o(x")] . gt —a 1
Ej. lim = lim =lim ——— = —.
x—0 shx* x—0 x*+o(x*) =01 4 o) 6

X
Hemos desarrollado hasta que ha quedado un término que no se anulaba en el numerador.
También hemos agrupado en o(x*) todos los términos que no influyen en el valor del limite.

Las indeterminaciones anteriores eran 8 . Muchas de otro tipo se pueden llevar a ella:
. p . log (1
Ej. (1°) lim(1+x)"/* = lime°2+9/* —¢ | yaque 1im og(l+x) _ lim xrol) _ 1.
x—0 x—0 x—0 X x—0 pY
. . [2+arctanx  cos2x ) 2+x+o0(x) 1-2x24-0(x?) X242 Fo(x?) 3
Ej. (c0o—e0) lim - = - = — ==
x—0 | log (142x) x x—0 | 2x—2x2+0(x%) x =0 2x2+o0(x?) 2
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Hemos agrupado en o(x?) los términos que no influyen y utilizado unas cuantas propiedades
de la “0” de demostracién trivial (y muy intuitivas, si pensamos que o(x") son las potencias
de x mayores que n):

M=o(x")sim>n, f(x)=o0x")= f(x)=0(x")sim>n,
xMo(x") = o(X™™) , o(x™)o(x") = o(x™™)

Discutamos el uso la regla de L’Hépital (demostrada en 3.2) y comparemos con Taylor:

: f'(x) S )
Si f(x),g(x , entonces lim = lim .
f(x),8(x) = g'(x) x—agx)  a—agl(x)
La regla sigue siendo vélida cambiando el a del enunciado por a®, a~, +o0 6 —oo.

No dice L’Hopital que si ’gf—: no tiene limite (finito o infinito), tampoco lo tenga g :
oo 1 1 1

X
Ej. im ——— = — ; 1lim ——— no tiene limite, pero es claro que hm = —.
J x—00 2x +COSX 00 x—e 2 —senx p q o0 D 4 COSX 7

Muchas veces hay que iterar L’Hopital. Es importante simplificar lo mas posible en cada paso:
— tanx cos?x—1 1 +cosx

Ej. (2 )1' = lim = —1lim
Lo I Y senx XHO(I—COSX)COSZX x—0 cos2x

= —2 (ya calculado por Taylor).

(sin simplificar hubiéramos tenido que volver a usar L’ H6pital pues la indeterminacion seguia; pero
no nos lancemos a derivar sin comprobar que sigue el 2 0 © = > pues podrl’amos hacer burradas como:
1+ cosx _ —senx 1

lim = lim — Iim 7)
x—0 cosZx x—0 —2cosxsenx  x—02cosx

Para calcular un limite indeterminado, si conocemos los desarrollos de las funciones que aparecen en la
expresion, suele ser preferible acudir a Taylor.

Ej. Los limites de la pigina anterior se complican por L’Hopital. Asi para el co — oo :

2c0s2
. cos2xlog (14+2x)—2x—xarctanx L'H —2sen2xlog (1+2x)+ fizxx—Z—arctanx—lfxz 0
Iim Iim N =5
x—0 log (1+2x) x—0 log (1+2X)+m

y hay que volver a aplicar ’Hopital para deshacer esta indeterminacién y llegar al resultado. Mds pa-
sos habria que dar todavia en el ejemplo del ch y sh: Taylor muestra que deberiamos derivar 4 veces
(salvo que descubramos alguna simplificacién intermedia) para llegar a un limite no indenterminado.

L’Hopital se puede aplicar en situaciones en que Taylor no es posible (si x — oo, si no conocemos
los polinomios,...). Esto ocurre, por ejemplo, calculando estos limites importantes:

b b
Sia>0,b>0: lim[x"logx]=0, im 198" _ g

x—0t X—o0 x—oo X

Para el primero (O- [—e]) logx no admite desarrollo de Taylor en 0. En los otros (2), para
x gordo ni logx, ni e** se parecen a ningin polinomio. Asi que L’Hopital en los tres casos:

1 oo 1 1
lim —£% = (=2) = i [ —0
x—0+ x4 —0+ —ax—¢—l  —qx—a
) b b , b b
long_I;I 1/x —>0¢(1ng) _ [logx o, X LH 1 oo XX -0
x4 axa— 1 x4 x4 / b edx aedx eax eax / b

[En otras palabras (logx)? = o(x%), x* = 0(e®) si x — oo, por gordo que sea b y chico que sea a].

. " . X L log(QX_l) MLOO , ex/(ex—l) 1 )Cz OLOi , 2x
EJ. ©-0) xlif(l)’l‘*' [XIOg (e l)] N )clir(l){r 1/)6 o xli%l* — 1/X2 =1 x£%1+ ef—1 )c1~>04r e* =0.
El primer paso exigia L'Hopital, pero en el segundo si hubiera valido Taylor: fof(x) —0.
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e’ — arctanx e’ LH ., e’ « oo »

B 20 I g (1) ~ Mg (1) e ()~ 0
4

Aplicamos L’Hopital pues ni e* ~ 1+x, ni log(1+x*) ~ x* si x gordo. Sin apartar primero el
arctanx hubiéramos tardado casi lo mismo. Era esperable que la e* ’pudiese’ con el logaritmo,
pero lo hemos calculado porque exactamente no estaba escrito eso entre los limites importantes.

Como dijimos en 2.3, para calcular limites, a veces es conveniente realizar cambios de variable.
Ya citamos los cambios de este tipo:

?‘teirgl(l;?j g continuaen a, g(x)#g(a) si x#a 'y tlf;r(la)f(t) =L= )lcgllf(g(x)) =L

Otros que se utilizan muchas veces (si aparecen expresiones que dependen de 1/x) son:

Teorema:

lim f(1) = lim f(¢), lim f(1) = 1lim f(¢) . [Andlogoscon 0~ y —oo].
[ im0 = i f0) . dim (1) = lim (1) [Andlog y —oo]
[basta escribir las definiciones de los limites para comprobarlo]
. .2 1 . sent
Ej. Con el segundo teorema: (c0-0) limx“sen; = lim —— =1- lim — =
x—e0 Yoo 2 150+ ¢
—3t 2 2
) ) . ) . a3y o 1—e 3t 4o(r)
Ej. Mds complicado: (c-0) lim x (1—e )_ll_1)r(r)1+ 7 = lim = =3,

Ej. (0°) lim x*= lim e"°®* =1 ; (o®) lim x!/¥ = lim el°&¥/* = |
x—0t x—0* X—00

X—00
(sabemos que el exponente tiende a 0 en ambos casos). O jugando con el segundo cambio:

lim x!/* = 11’161 (%)t =1, pues 11’161 =1 (el segundo se reduce al primero).
1—07 1—07

X—00
. V1123 — et JINS S SN CONTRU § PTSVC I SV IR
Ej. h'm# (2). Taylor: Ll i 6[ todbgt] —1.
x—0 X X t—0
L’Hopital exige simplificar:
T UL A T TE L D ) S 1 T 1 R T Y [ | e 1
= — = — —1.

6x3 2x3 6x2 2
Aungque todo serfa més corto (L’Hopital, desde luego) si hiciésemos el cambio 7 = x° .

. Lo S .y log (1 —
Ej. Hallemos ahora, si existen, varios limites para la funcién f(x) = log(1+x) —x :

senx —x
3 1, 1, o)
x—5S+54o()—x - t3+
lim f(x) =(3) =1i 2 3 SR G sk i (3;3 = oo si x — 0*
x—0 x—0 x_%+0(x3)_x x—0 _%+0;
1 2
. = — 1 0/0 —-1/[1 .
[o L'Hopital: lim £(x) = lim = pim M si x— 0% ]
x—0 x—0 cosx— 1 x—0  —senx

log(1+x)/x—1 041 log(l—o—x)_} (casi conocido;

im f(x)= (=2, x manda) = lim sonx/x—1 041 - Pues o L’Hopital).
[No se podia aplicar Taylor (lejos de x = 0), ni directamente L'H: lim % no existe].
X—00 S
xil’{nl+ fl)y=*« 7;;TL = —oo” (1 —senl > 0), limite f4cil que sabiamos calcular hace tiempo.
Ej. Hallemos para todo valor de a los siguientes limites:
Osia<?2
1 — cost 12/2+o(t?
tim x[1—cos 1] = lim —" — i /J’O():{ 1/2sia=2
X—00 t—0+ 14 t—0* 14 .
cosia>?2
-2 2 2 4 4 4 —cosia< V2
— 2—-1 1/2—a"/24
lfrI(l)e 4cosax:h,n(l)[a/ Jx +[/X4a/ Jx +0(X)—{1/3sia_ﬂ
o o i cosia> 2

[En ambos casos, por L’'Hopital seria mds largo, habria que discutir varias veces si el
limite es 0 no de la forma 0/0 y serfa mucho mds fécil equivocarnos en algin paso].
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Con lo aprendido sobre Taylor y limites indeterminados podemos abordar diferentes problemas
de secciones anteriores para los que nos faltaban argumentos. Por ejemplo, nos aparecieron li-
mites indeterminados en la definicion de derivada. Aunque los teoremas de derivacién permiten
calcular casi todas, quedaban ain algunas que no sabiamos hacer. Ahora ya podemos con Taylor
y L’Hopital:

Ej. Estudiemos si son derivables en x = 0 las siguientes funciones:

n(x) = arctan - , con n(0) =% . Haciendo uso del tltimo teorema de 3.2 vimos que n'(0) =0 .
X

1y_z 2 T 4

. arctan arctan (1°) — 5 2t/|1+t

Ahora directamente: n’(0) = lim Ge) =3 _ lim ) =3 _ o 2041
h—0 h 1= 1/t 1= —1/12

=0.

I(x) = log (1) 1(0)=1. Como I(x) = 2% _, 1 lafuncién ! es al menos continua en x=0.
X Yox—=0

Aunque no va a ser lo mas rapido, acudamos a la definici6n para ver si existe I'(0) :

. log(1+h)/h—1 . log(1+h)—h .. —h?/2+o(h?)
I'(0) = lim = lim = lim ———7—
0) h—0 h h—0 h? h—0 h?

D=

(Existird también {”(0) ? Siguiendo con la definicién, necesitamos antes hallar /'(x) para x#0:

(14x)x2 h—0 2(1+h)k? po) 2h42hT 3

l’(x)zwﬂl//(o):hfm2h+(]+h)h2—2(1+h)log(l+h) i /30 2

Pero las cosas son mucho mds féciles gracias a Taylor. Nuestra [ es exactamente:
I(x) = x=x2/24x3 [3—x* 4+ -1
X

2 3
—3+%5 %+ paratodo |x|<1.

Como esté definida por una serie de potencias (o sea, es analitica) es C* y sabemos que:

"
)=1,10=-4, 2 =I=ro=3..

También serdn muy dtiles los temas de este capitulo en el dibujo de graficas:

Ej. f(x) = e 1/ £(0) = 0. Comprobemos primero, como aseguramos en 4.4, que £ (0) =0 Vn.

. _ 2 1) 4 61a—1/? _[8 _ 36 247,—1/x%
Parax # 0 es: f'(x) = Se P (x) = (% — e P (x) = [5— 7+ 5 L
PN e, e 2 O 1 2e- /1 oA
Entonces: f'(0) 7}113%) p— - f(0)=lime™ =0, f (0) = ;LI% A = lim2rfe™" =0, ...

r—12

2 . 2 _ _
[pues e’ es aiin mucho mayor que e’ (e’ /e’ =e'™" — e7* =0) y sabemos que t"e" — 0]
—o0 f—o0

, acabaremos en: £ (0) = lim (polinomio)-e_’2 =0.

Para cualquier n , tras hacer h = %

Para hacer el dibujo observamos que: fespar. o eooo__.
f crece para x > 0y decrece si x < 0. \ /
Hay puntos de inflexion si x = 4+-4/2/3.

f—¢e" =1 cuando x — oo

Ej. p(x) = cos2xe™™ , m-periddica. Continua six # J 4k .

p'(x) = [1 —senx] ¥ > 0 (k7 inflexién horizontal). p

- 0.0=0,p — 1.0=0, — 000
px—>717/2+ P x—mw/2F px—>77:/2*
L?HA it l elanx N etanx _ elanx N

. - oo
opital: 1-+tan?x oo/oo 2tanx o0 /o0 2 xom)2 71 -
. . etanx L e . ,
[0 blen’ X_l}nn/lz— H—tan2x [:Enx }L}r{l 1+t2 = ] - /2 T
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Ej.

Ej.

Ej.

g(x) =x%e/ e . g(x) >0Vx. P
Asintotas: six - 07 ,g—0-0-1=0;

six—>—oo,g—>oo-]~oo:oo;
six — 0", g — 0-c-1 indeterminado:

lim g=1-limz %' = ;
X0+ {—00

Six — o0, g — oo- 1 -0 indeterminado:
limg=1-limx’e *=0.

X—>00 X—00
g (x) = —[x— 1]%e!/*e~* siempre decreciente :
(x = 1 punto de inflexién con tangente horizontal); e

g/(x)_)OSiX%Oi;g/(x)_)_oosix_)O+.

g'(x) = L — 1] — 327 +x— 1Je' e
Analizamos el nimero de raices de P(x) = x> —3x> +x—1: +—+— (300 1 POSItIVaS).
— — —— (sin raices negativas)

/ 2.2 0 v V2 V2 42
P'(x) = 3x 6x+1—051x—1j:\/§,P(1 ﬁ)_ 2+4¥2 <0
= s6lo 1 cero real de P [en (2,3)] = 2 puntos de inflexién de g

Los tnicos valores sencillos: g(—1) =g(1) =1, g'(—1)=—4.

. . log[1+4 ,
h(x):xlog(l—!-;%).Impar.;g%h:ig%% (LH) = lin 55 =0.
Jim /= (L'H) = lin 8+ =0 [0 bien (x=1/1) lim w:t 4+ 9% — 0
o (informal) b~ x%:é,pueslog(1+0)Nosnchico].

x gordo

I (x) =log (14 %) — A 1 (x) — 0.
x—0t
H(1)=log5— 8 ~0.01,1(2) =log5—1~—0.3
— existe un tinico maximo
(en un x algo mayor que 1) -2
1 (x) = 8[x2—4]2 hesUen (—2,0)U(2,0)
x[x2+4]” hesNen (—o0,2)U(0,2)

h(1) =log5~ 1.61,h(2) =2log2~ 14.

k(x) = 1/3 .Par. k — oo six — oo,
k(x) = x*/3 4+ 0(x*/3) = continua en x = 0 si k(0) =0
(y no derivable; o directamente k' (0") = 11 Z‘W = e0).

k(1) =1le—e ]~ 1.2, k(£2) =2 4/3[e —e2|~29

K (x) = x~1/3 chx — $x7#/3 shx = 0 ¢ thx = 3x (nunca)

[9x*>+4]shx  2chx 6x  _ r
K'(x) ==ga5 — — 345 =0 thy= g5 7 =r(x)

Vemos si se cortan las graficas de r y th [ impares ]:
F(0)=3,r(3)=04,r(3) =05 (miximode r), r —0, T
X—00
th'(0)=1,th(3)~032,th(3)~ 058, th—1
X—>00

= hay un punto de inflexi6én para un x € (%, %) .
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Por dltimo, con las técnicas para resolver indeterminaciones de esta seccion ya sabemos calcular
muchos mas limites de sucesiones (y deducir convergencias de series), gracias a los teoremas
que los relacionan con los de funciones. Recordamos que:

lim f(x) = L < toda sucesion {a, } Cdomf—{a} con {a,} — a satisface que f(a,) — L

xX—a

lim f(x) = L < toda sucesion {a, } Cdomf con {a,} — oo satisface que f(a,) — L

X—00

(los teoremas también valian si L era + 6 —eo) (en particular, f(x) — L= f(n) — L)

X—00 n—oo

Ej. Si a>0, %" _ 0 porque l(jf,x — 0, como vimos por L’Hoépital (adelantado al final de 2.3).

na

[No es nada elegante aplicar L’Hopital o Taylor directamente a una sucesion, pues estrictamente
hablando una sucesién es una funcién que sélo toma valores sobre los enteros y claramente no
tiene sentido hablar de su derivada; se debe, pues, cambiar la variable n por x para indicar que
lo que se deriva es la f(x) que da lugar a la sucesién para los n€ N ; el problema es que si uno
lo hace ‘mal’ puede llegar bien al resultado (pero que no olvide que deriva la f(x))].

Ej. /n—1,pues {n} — oo y x'/* — 1 cuando x — oo (por la misma razén "~/7n+3 — 1).

Ej. (14a,)"/* —e si {a,} — 0 pues vimos que (1+x)'/* = (también admitido en 2.3).
X—

2 1 L iy st — g 100D
Pues{"}_’wy}ﬂ,“hx—tl’&z = lim = =1

shx)

Ej. n*sht —1
o bien, porque {niz} — 0y, cuandox — 0, > N

. _ 3/34...
Ej. n*—nParctan - — 5, pues se puede poner como f() con f(x) = A=ganr — = /x3+ - 1
X—
1
: 1 q; 1 1 . arctan () arctanx 1
Ej. Y arctan diverge, pues arctan ,; ~ - (es decir, T 1, pues —~ ly, —0).

log(1+x)
x

Ej. Ylog(1+ n%) converge, pues log(1+ n%) ~ 7712 (ya que = ly nLZ —0).

Ej. Y(—1)"n%e~V" converge por Leibniz, pues es alternada, f(n) = n’e~V" — 0
4
[porque lim f(x) =[x = ] = lim 5=0. o por L’Hoépital (bastante més largo sin el cambio):
X2 [eVE — 4x3/2 JeVE — 12x/eVE — 24x1/2 JeV* — 24 /eVF — 0 ]
y es decreciente a partir de un n [ya que f'(x) = 3(4 — y/x)e V¥ <0 si x> 16].
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5. Integracion en R

5.1. Definicion y propiedades

Sea f acotada en [a,b]. Dividimos [a,b] en n subintervalos
de la misma longitud Ax por medio de los n+1 puntos:

a=xy<x1 <..<x,=b con ka—xk:[%EAx. R

my

Para cada n llamamos suma inferior L, y superior U, a:

a=xg X; X xy x5 b=x4

mg =1nf{f(x): x€ [xe_1,x]}

L,= nmAx,U: nMAx,con
n= LmiAx, Un= . My My=supl f(x): xe x5} | | o

Si ambas sucesiones {L,} y {U,} convergen hacia un
mismo limite, decimos que f es integrable en [a,b],
representamos ese limite comun por ff fo f: f(x)dx
y le llamamos integral de f en [a,b].

[Esta no es la definicién de ‘integral de Riemann’ habitual (ver Spivak), pero es mucho mads corta].

El significado geométrico es claro: si f > 0, la integral (> 0) representa el area A de la
region limitada por la grafica de f, el eje x ylasrectas x=a y x=»5: A es para todo n
mayor que la suma L, de las dreas de los rectingulos pequefios y menor que la suma U, de los
grandes; al crecer n , ambas sumas se aproximan hacia A . Si f <0, L, y U, son negativas.
La integral (< 0) en valor absoluto es el area de la region (situada bajo el eje x) limitada por el
eje x,la grificade f ylasrectas x=ay x=5>.

Si f es positiva y negativa, la integral | f f representard la diferencia | A
entre las areas de las regiones que queden por encima y las areas | 2 o/ ©
de las que queden por debajo del eje x :

Con los teoremas que veremos, para saber si f es integrable y para calcular la integral no nece-
sitaremos usar la definicidn casi nunca. Por ahora, s6lo con lo visto, estudiemos unos ejemplos:

2
U, :Zkﬁ% = %[124‘—‘!‘”2]

Usando el resultado que vimos en un problema de sucesiones: 0

12+--~+n2=w;anww,l/n:%imw—)%:f&f'

I

1 six=>b

—1 six=a 1
Ej. gx)={ 0 sia<x<b . L,=-29 U=t [Po=0.

La g es discontinua, pero integrable. Se ve que la integral segui-
ria siendo nula si cambiamos el valor 0 por cualquier otro en un
nimero finito de puntos de (a,b).

7.
fs-)

-1

a

Veremos pronto que las funciones acotadas con un nimero finito de discontinuidades son siempre inte-
grables, asi que las funciones no integrables tienen que ser tan patolégicas como la siguiente.
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Ej. h(x)=

{ 1 si x racional

P, ,x € [a,b]. En cada [x;_;,x;], Vn, hay racionales e irracionales.
0 si x irracional [ ’ } [k 1, k], , nay

Asi pues, L, :fo”n;” =0, U, :ilbn;“ = b —a Vn = hno integrable.
k=1 k=1
(Hay extensiones del concepto de integral: & si es ‘integrable Do

Lebesgue’ y su integral en dicho sentido es O [hay muchos més ° innini
irracionales que racionales]).

Las siguientes propiedades son intuitivamente claras a la vista del significado geométrico de la
integral y se demuestran mecdnicamente usando de las definiciones:

Teorema:

Sean fy g integrables en [a,b] . Entonces:
Jief =clif. ceR: [[If+8)= [/ f+ g

Sim<f<Menla,b]=mb—a)< [P f<M(b—-a).

au‘SifesimparfffZO. ﬁSifeSParfabf=2fff-

Las dos primeras propiedades se expresan diciendo que ‘la integral es lineal’ (como la derivada).
La siguiente sigue siendo intuitiva, pero es pesada de demostrar con nuestra
definicién (ver libros). [Para f continua serd trivial usando los teoremas
de 5.2, pero la propiedad es cierta también para f integrable y disconti-
a b ¢ nuaj.

Teorema:
Sean a<c<b; f integrable en [a,b] =

f integrable en [a,c] y [¢,b], ¢ [Pf= [ f+ [ f.
Definiendo [ f=0¢e [ f f=—J, f,laigualdad es vdlida para a,b,c cualesquiera.

Los dos siguientes teoremas dicen que las f (acotadas) no integrables son extrafias:

Teorema: ’ f continua en [a,b] = f integrable en [a, D] ‘

Idea de la demostracién. Se puede probar que {L,} y {U,} siempre convergen (sus limites
se llaman integral inferior y superior de f) y asi f es integrable si U, — L, — 0. Sabemos
que f es uniformemente continua: la diferencia entre dos valores cualesquiera de la f en
dos x,y € [a,b] es tan pequefia como queramos para x e y suficientemente préximos; en
particular, lo es la diferencia entre los valores maximo y minimo de f en [x;_j,xi], si el
intervalo es muy pequefio. Asi, si n es suficientemente grande tenemos que para cada k:

My—my < ;% Ve = U,—L, :i (My—my )Ax < € para n grande = U,—L, — 0.

k=1

. . . . . . f continua a trozos
Ya vimos que funciones discontinuas podian ser integrables. Una (integrable)

f se dice continua a trozos en [a,b] si es continua salvo en un

nuimero finito de puntos y en ellos posee limites laterales.

1
X

[No lo son las funciones -~ o sen (%) en [0, 1], defindmoslas como las definamos en x=01.
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Teorema: ’ f continua a trozos en [a,b] = f integrable en [a, b] ‘

[dividimos en subintervalos de forma que f

- | /‘ | 4 s6lo tenga discontinuidades en los extremos;
F | -/ + | : en cada intervalo es facil ver que es integrable
° por ser suma de una funcién continua y de otra

integrable del tipo de la g de los ejemplos].

Como es 0 el valor de la integral de una funcién como la g se ve que cambiando el valor
de una f integrable en un nimero finito de puntos, la nueva funcién /2 continda siendo
integrable y el valor de la integral es el mismo, pues dicha funcién / se puede escribir como
f+g conuna g deesasy laintegral es lineal.

[Hay funciones integrables con infinitas discontinuidades; por ejemplo, una f cre-

ciente y acotada es integrable (pues My_1=my, k=1,...n=U,—L, = M),

aunque presente infinitos saltos].
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5.2. Teoremas fundamentales

Estos teoremas fundamentales del calculo infinitesimal relacionan las derivadas y las integra-
les y nos permitirdn hallar muchisimas integrales prescindiendo de la definicién.

Sea f acotada e integrable en [a,b] ; para cada x€[a,b] la [’ f existe (y es un nimero).

'area'=F(x)

Podemos, pues, definir una nueva funcién: | F(x) = Cf f.x€la,b]

Primer teorema fundamental del calculo infinitesimal:

f integrable en [a,b] = F continuaen [a,b].
Siademds f escontinuaenun c€(a,b) entonces F esderivableen ¢ y F'(¢)=f(c).

(y por tanto, si f es continua en todo [a,b] entonces F'(x) = f(x) Vx € [a,b])
Como f es acotada en [a,b], existen supremo e infimo de f en cada intervalo C [a,b].
Sea c € (a,b) y sea h > 0. Llamemos:

My, =sup{f(x):x € [c,c+h]},m =inf{f(x):x € [c,c+h]}.
Entonces: myh < [ f= [T f—[€ f=F(c4+h)—F(c)< Myh

= [F(c+h)—F(c)] =0, si h—0".

Asi pues, F' es continua en ¢ (cambiando detalles se veria para 7 — 07 ).

| a cc+h b

Sea ahora f continuaen c. Si &> 0 se deduce que: my, < w <M,
(y a la misma igualdad se llegaria, de forma andloga, para h < 0).
Como f continuaen ¢, My,m;, — f(c) si h — 0,y por tanto %_F(L) = fle).

[El teorema nos dice que, al contrario que al deri-

I jg f |/ jg F I/ varla, la F obtenida integrando f es ‘mds suave’
fF— F —> que ella. Si f es discontinua en ¢, F es continua

en ¢ (aunque F tenga un ‘pico’ en c); y si f tie-
ne picos, desaparecen al integrarla. En general,
feCc =FeCt'].

<

<
d/dx

d/dx

Ej. f(x)=e*"() continua Vx = F(x)= [ f, G(x) =[5 f,... tienen por derivada f(x) Vx.
[ F/(x)=f(x) también para x<a (si f continua en x), pues si ¢<x con f integrable en [c,a]:

Fx)=[if=Jr=Lf1

Segundo teorema fundamental del calculo infinitesimal:

b
a

gl

Como F' = f =g = F(x)=g(x)+k para algiin nimero k. Como 0=F(a)=g(a)+k
= k=—g(a) = F(x) = g(x)—g(a) . En particular: F(b) = [’ f = g(b)—g(a) .

f es continuaen [a,b] y f=g' paraalguna funcién g = [’ f=g(b)—g(a)

Dada una funcién f, una g cuya derivada sea f se llama primitiva de f . El segundo teorema
dice que para calcular la integral de una f continua basta hallar una primitiva de f (y no
es necesario utilizar las sumas superiores e inferiores). Si g es primitiva de f, es claro que
cualquier otra primitiva de f es delaforma g+ K.
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El conjunto de todas las primitivas se designa por f f(x)dx

(que son funciones y no un nimero como |, ab f ; a veces se llama integral definida de f entre a
y b aesta dltima, e integral indefinida al conjunto de primitivas).

En algunos casos, hallar la primitiva de una f es inmediato y, por tanto, lo es calcular algunas
integrales. Por ejemplo, es ahora ya trivial calcular la primera integral vista en 5.1:

Ej. fol X2dx = %](1)

(todas las primitivas de x> son [x*dx = %x3 + K ; si para el cdlculo de esta integral hubiésemos

_1 » B 2 dxX _ 2.
= 3 pues 5 esunaprimitivade x° yaque 7.5 =x";

tomado otro valor de la K # 0, habriamos, desde luego, obtenido el mismo resultado).

Pero en muchas ocasiones calcular primitivas es muy complicado. Més ain, hay funciones de
apariencia sencilla para las que se demuestra que no tienen primitivas que puedan escribirse
como suma, producto, composicion,... de funciones elementales, como:

[senx?dx, [edx, [0y, [Sdx, [ [VI+X3dx, [VI+xZdx, ...

logx >
Si f es continua una primitiva suya es F (pero esto no sirve para calcular una integral
concreta); asi F(x) = [y sent?dt , F*(x) = [*sent?dt , ... son todas primitivas de senx”; es
decir, [ senx2dx = f; senz?dt + K . Las variables x, 7, ... son mudas, pero no se repite la letra
del limite de integracién en el integrando porque podria dar lugar a errores: F(1) es fol sent? dt
pero no es fo] sen 1 dx y a esto nos podria llevar la incorrecta notacién [ senx?dx .

También hay funciones integrables sin primitivas (claramente no pueden ser continuas):

. [ lsix=0 | o o
Ej. f(x) —{ 0six0 » no tiene primitiva (F(x) = [ f =0Vx noloes).

De los TFCI se deducen las propiedades que habiamos adelantado para el | logx=

X dt
1t

f(x) =1L continua si x > 0 = F(x) = logx derivable (y continua) six >0y F'(x) = 1

~x
[De la definicién también se deducirian las otras propiedades: log (ab) =loga+logb, ...]

El segundo TFCI permite también probar con facilidad algunas de las propiedades generales de
las integrales vistas en 5.1, en el caso particular de que el integrando sea continuo; por ejemplo,
si F'y G son primitivas de f y g se tiene:

J21f + 8 = [F +Gl(b) = [F +Gl(a) = F(b) = F(a) + G(b) = Gla) = [, f + [i'¢ .
i f=F(b)~F(a)=F(b)=F(c)+F(c)~F(a)= [{ f+ [ [ .
Pero recordemos que también son ciertas estas propiedades para las funciones continuas a

trozos. De hecho, sabemos hallar ya facilmente integrales de muchas f de ese tipo, dividiendo
el intervalo y aplicando los TFCI en cada subintervalo:

. T . [ cosx,0<x<m/2 1 08 X
Ej. Hallemos [ f,mf(x)-{ o nja<x<n ’\
T, /2 T . /2 _ x /2 31:

Jo f= o' cosxdx+ [,[—1]dx = [senx]y' " + [f)c]ﬂ/2 =1-Z 0 :

[pues f,f/zf = f,f/z[fl]dx , ya que coinciden salvo en x = 7 | -1

....... O

También sabemos hallar Vx € [0, 7] la primitiva:
fxf_ Jocostdt ,0<x<m/2 _{senx,0<x<7r/2
00 i Pcostdr + [ p[~Ndr ,mj2<x<m \1+3-x,m/2<x<m

[funcién que, como nos aseguraba el primer TFCI, es continua también en x = 7/2 ].
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Como sabemos hallar derivadas de funciones definidas por integrales, sabemos hacer con ellas
todo lo visto en cdlculo diferencial: tangentes, maximos y minimos, limites indeterminados,...

/3
Ej. Hallemos la ecuacién de la recta tangente a la graﬁca de F(x f 1 t4 g enx= 1:

F'(x) = 4

[podriamos (primitiva 1nmed1ata), pero no es 4til, calcular la F(x) = %log |x—4| —log3 1]

M =-LFr)=/! | —dt = 0 (integrando impar) = tangente: y = —31.

x |cost|
2+1
El numerador F = [ es continuo y derivable Vx (el integrando es continuo) y es F(0) = _fé) =0

Ej. Determinemos, si existe, el limite de G(x =1 fO dt cuando x — 0y cuando x — oo.

Cuando x — 0 tenemos indeterminacién 0/0 . Por L’Hdpital,
|

!
lim G(x) = Tim ) — g 108

=1.
x—0 x—0 1 x—0 x2 +1

Six — oo, tal vez no valga L’Hopital (;tenderd f a «?). De hecho, no hay indeterminacion,
pues vamos a ver (aunque la primitiva sea no calculable) que F estd acotada. En efecto:

|cosx?| I S
0< 77 < 2+1 Vx = 0<F(x) < [y zpq = arctanx Vx
arctan
= 0< lim G < lim T=0=G—0.
X—00 X—00 X )CHO

En ocasiones se trabaja con funciones similares a la F(x), definidas por integrales de funciones
f continuas, pero con limites de integracidon que son también funciones (derivables) de x. Los
TFCI también nos permiten derivarlas:

Si H(x) = fcﬁ%) 7 entonces H'(x) = fIb(x)]b'(x) — fla(x)]d (x) .

(para los x tales que f sea continuaen [a(x),b(x)]) (o en [b(x),a(x)] si a(x)>b(x))
[H(x) = fé’(x)f— f(;l(x)f = F[b(x)] — Fla(x)], con F(x) = [; .y regla de la cadena].

Ej. Utilicemos la férmula anterior para hallar dos derivadas de la funcién: K(x) = x fzx 4t .

K'(x) = [P e di+x[e - 3—e~".2] - K (x) = 236~ — 26 4+ 2x2[8e =4 — 27~

[expresiones validas Vx, tanto si es positivo como negativo]

Ej. Estudiemos en qué x € [0,27] alcanza sus valores extremos la funcién: H(x) = fo sent?dt .

Su derivada es H'(x) = sen[(y/x)? ]ﬁ —-0= Sze\‘}“f Vx>0.

Maiximo y minimo de H existen por ser continua. Los candidatos
son los extremos y los puntos en que H' = 0, es decir, x =0,
x=mny x=2n.Con el signo de H se ve que H crece antes de
7y decrece después, luego en ese punto se alcanza el miximo.

[No era necesario calcular H' para decirlo: estaba claro viendo la grifica de f(x) = senx”, pues
hasta x = & vamos afiadiendo dreas positivas y a partir de entonces quitamos areas por debajo
del eje x].

Precisar cudl de los minimos locales es el absoluto exige saber cudl de estos nimeros es menor:
H(0)=0 6 H2r)= [ sen(s2)dr

La grifica de la f sugiere que H(2m) >0, pero no podemos hallar el valor exacto, por no existir
la primitiva de f (ya veremos coémo aproximar numéricamente las integrales en la seccién 5.5).
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Ej. Probemos que L(x) = 11:”;‘ logtdt es decreciente en [0,3] . Como logx es continua en |

(valores en los que integramos si x € [0, %} ) podemos derivar la L ahi:

L'(x) =log(1+x)-1—log(l —x) - [-1] =log[l —x*] <0 si x€[0,3].

73]

Era esperable: las dreas negativas que aparecen son mayores que las positi-
vas. En este caso la primitiva si seria calculable (por partes, como veremos),

log x s . . ..
pero es un rodeo tonto hallar primitivas para derivarlas a continuacion.

. . . L. . 2
Ej. Precisar para todo n€ N en qué x > 0 alcanza su valor méximo la funcién f;,(x) = f . o t3fén6 ,

y probar que la serie de funciones i fu(x) converge uniformemente en [0,c0) .

n=1
Como la funcién m es continua para todo x > 0, es f,(x) derivable y su derivada es:

f0) = s — kg = )
n 8x34+6n°  x346n° T (4x34-3n0)(x3+6n°)

La derivada se anula Gnicamente si x=rn2. Como el denominador es siempre positivo, la derivada
es positiva cuando x < n? y negativa cuando x > n?, tiene f,,(x) un maximo local para x=rn?.

12 3 9
49n8 + 4908 T 49nd ]

P _ 2 2
[Hallar f es mds largo: f)/(x) = ( Mf;; o+ (x3i)én6)2 = f'(n?) = —

La funcién f,(x) > 0 para x > 0 (el integrando es positivo) y su valor mdximo en esa semirrecta
lo podemos acotar sin dificultad:
2y _ 20 dr 22 4 1 . 2 % dr 3
(%) = J2" s S I G = ga lobien fu(n®) < 27 5 = g ]

(sabriamos hallar el valor exacto de f,(n?), con algtin esfuerzo, después de la préxima seccién).

= 1
Como 0 < f,(x) < fu(n?) < gt = |fu®)| < s, V2> 1,220 y ’;mconverge,

el criterio de Weierstrass asegura que la serie )’ f,,(x) converge uniformemente en [0, o) .

n=1
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5.3. Calculo de primitivas

Primitivas inmediatas (o casi inmediatas).

Cada derivada conocida nos proporciona una férmula de integracion:

dx  _ 1 2xdx __ 2
Ej. cos2 =tanx, [shx=chx, [ A2 — 4=x°J 221~ log|x* —1],
(mds exacto serfa escribir tanx+ K , chx+ K, ... ; no lo haremos pero tengdmoslo en cuenta)

Normalmente al integrando le faltardn constantes que se calculan derivando de cabeza:

Ej.f\/ﬁ Larcsen(3x), [x733dx= —3x72/3 f4+x2 f4[1+x/2] larctan , ...

De la linealidad de la derivada se deduce inmediatamente para las primitivas que:

() +g()ldx = [ f(x)dx+ [g(x)dx, [ cf(x)dx=c [ f(x)dx|
Ej. [[5Vx+6+2senx—7dx =4 [/x+6dx+5 [senxdx— [T dx = 3[x+6]3/2 — 5cosx— 107gx7

Es falso que la integral de un producto sea el producto de las integrales por no serlo la derivada,
pero de la férmula del producto (fg)" = fg' + f'g obtenemos:

Integracion por partes. Sean /'y ¢’ continuas (para que existan las primitivas). Entonces:

J f®)g ()dx = f(x)g(x) = [ f'(x)g(x)dx s [ f(x)g' (x)dx = f(x)g(x)]; — [ f'(x)g(x)dx

Esto reduce el problema a calcular otra primitiva, que serd mds sencilla si f’ y g lo son (o si una
de ellas lo es y la otra no es mas complicada que la anterior).

Con la notacién | df = f/(x)dx |, la integracién por partes se escribe ’ Judv=uv— [vdu ‘

u=x,dv=senxdx

Ej. [xsenxdx = [ o du— dx, v — —cosx

] = [xcosx— [(—cosx)dx = —xcosx+ senx

Ej. [xe¥dx=[u=x,dv=eYdx—du=dx,v=—e"]= [xe ™ — [(—e)dx=—(x+1)e™"

[las primitivas de senx y e~ no son peores que ellas, pero la derivada del x si es mas sencilla].

Otras funciones que mejoran al derivarlas son los logaritmos (las potencias de x no se complican):
Ej. [/xloglx|dx=[u=log|x|,dv=/xdx]=2x*?log|x| - 2 [x*/2% =3/ [2log|x| — §]

Algunas veces conviene tomar g’ = 1 (es decir, dv = dx ):

Ej. [logxdx=[u=logx, dv-dx—>du— X y=x]=uxlogx— [dx=xlogx—x
Ej. [arctanxdx = [ u = arctanx,dv = dx | = xarctanx — [ 1-*7 = xarctanx — $log (1+x?)

Otras veces hay que repetir la integracion por partes:

Ej. [x*e*dx = x*¢* —2 [xe’dx = xe?e* — 2xe* +2 [e*dx = [xe? — 2x +2]e*
ul dv! ul dv!

logxdx f logxdx N f logxdx _ 1[10 x}2 [se podia haber hech: o]

—e == —=— = ;|log podia haber hecho a ojo

Ej. Otro truco: [ = logxlogx —

Combinando las dos dltimas ideas:

Ej. I = [cosxe’dx = cosxe® + [ senx e*dx = e*[cosx +senx] —I = [ = 1e*[cosx + senx]
ul dv! ul dv!

Ej. Curiosidad: [ % =[u=xdv="% wdu=dx,y=—1]1=—1+[%;=20=—11

[no olvidemos que hay una K arbitraria aunque no la escribamos]
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Primitivas de funciones racionales: f g((;g dx, con Py Q polinomios

Siel grP > grQ, dividimos: g =C+ g con el resto R de grado menor que Q.

Vimos que Q se puede poner como producto de polinomios del tipo (x—a)™ [raices reales] y
(x> +cx+d)" [complejas], siendo m y n la multiplicidad de las raices [m=1 si simples].
[El problema es que (como vimos en 3.3), salvo para Q especialmente sencillos, realizar esta
descomposicidn es, en la prictica, imposible por ser imposible hallar sus raices].

Se prueba que g se puede escribir como suma de constantes por funciones del tipo:

| 1 y X
(x—a)!* (Ptextd)’ 7 (R2textd)

7, con 1< j<m,1<k<n (llamadas fracciones simples).

Para ‘descomponer en fracciones simples’ g (hallar la constante que acompaia a cada fraccién)
basta resolver un sistema lineal de ecuaciones. Y asi, el problema de integrar P/Q se reduce,
una vez factorizado Q, al de integrar el polinomio C y funciones como las tltimas.

oo a6 45 1x+4 Rk . ,
Ej. I = P R dx= [ o) dx (yaes 4 <5).Empezamos factorizando:

O(x) = x(x— 1)*(x2 +x+2) [suerte hemos tenido] y descomponemos en fracciones simples:

R(x) _ A B Dx+E At =23 4x%—3x4+2)+B(x* +x% —2x)+C(x3 +x2+2x) +(Dx+E ) (x> —2x%+x)
o) — x + ==+ 7+

=10 (- 1) a2 (—1)2 (2 4x+2)

[Si hubiera (x—1)" escribirfamos 2L +--- + ( iy 5 S (P +x-2)", 22:;2 +- (gf;%‘n 1

3

Igualando los coeficientes de X3, a2 x y la constante de ambos términos se obtiene el sistema:

A+B+D=4,-A+C—-2D+E=—-6,A+B+C+D—-2E=5,-3A-2B+2C+E=—-11,2A=4
Resolviéndolo:A=2,B=1,C=-1,D=1,E=-1

2d d 1)d.
:>[:fo+ XTxl_f(x 12+f §+x+;

Las f y" son casi inmediatas. Mds trabajo dan las otras. Primero se busca un logaritmo:

fo 2dx_ f2x+1dx_§ dx
2J X2x42 2

x2+x+2 x24x+2

Y luego un arco tangente completando el cuadrado: x* +x+42 = (x+ ) +3 1= Azl [( 2 ?1 )2 + 1} .

(x=Ddx 1 2/ dx
Por tanto: =5lo +x+2)— Y —
i B+ f VI (et1]/vT) 41
- L1 2 3 2041
I=2log|x|+log|x—1[+ =7 + 5 log(x" +x+2)— \ﬁarctan( =)
4 .2
Ej. I= mijtij dx= [(x—1)dx+[ #;')()6_2) dx [de nuevo las raices eran sencillas].
x4 A B C _ AN+DE-D+BO+D (D +C+1)(x+2)
(1) (x+2)(x=2) — x+1 " x42 T x=2 T (x+1)(x+2)(x=2)

Cuando haya tantas raices reales, mejor que igualar coeficientes haremos x = a para cada raiz a:

x=—1—--3A=3A=-1; x=-2—-4B=2,B= ,x:2—>12C:6 C=5

—I=1x*—x—log|x+ 1|+ log|x+2|+ S log|x—2| = [x —2x+10g}x+1|2q

[Para hallar las primitivas de las fracciones simples mds complicadas [ Tﬂ)

se utilizarfan férmulas de reduccién como la propuesta en problemas].
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Cambios de variable:

Supongamos que buscamos una primitiva de [ f(g(x))g’(x)dx (con fy g’ continuas). Si F es
una primitiva de f, por la regla de la cadena: (Fog)'(x) = F'(g(x))g' (x) = f(g(x))g'(x) . Asi
pues, Fog es la primitiva buscada. Basta pues integrar la f y evaluar el resultado en g(x). Si
lo que queremos es la integral definida entre a y b su valor es F(g(b)) — F(g(a)) . Por tanto:

[F(e) g (x)dx = [ f(u)dul,_, 5 [2 F(2() g (x)dx =[5 F(u)au

En la practica se suele usar la notacién de diferenciales: se escribe u = g(x) , du = g'(x)dx
y si hay limites de integracién es facil recordar que: x=a —u=g(a), x=b —u=g(b).

En algunos casos la g’(x) aparece explicitamente y es claro el cambio que hay que hacer:

Ej. [sen32xcos2xdx=[u=sen2x,du=2cos2xdx] =% [uPdu = éu“ = %sen4 2x

[en casos tan sencillos no serd necesario escribir la sustitucidn, es facil ver a ojo
que sen* 2x es casi la primitiva; derivandola mentalmente se ve que faltael 1/8]

N uzlogx,du:% _ log5 au _ a0
Ej. fe xlogx[x:e_,uzl,xzsﬁuzlogs —J1 u —10g|10g5‘ O—log(logS)

[podiamos haber calculado la primitiva olvidando limites de
integracién y sustituir al final, una vez deshecho el cambio]

Ej. [e'Ver—ldx=[u=¢" du=e'dx]= [Vu—ldu=[u—1p?= [f:"—1]3/2

= [[u® — 1]e “du = [partes]

Ej. [shixe Mdx = [ u= chx,du = shxdx }

sh?x = ch?x — 1
= —ule ™ +2 [ue “du+e " = [partes] = [1 —2u—u’le ™ +2 [e “du=—[1+2u+u*le™"
= —[1 +2chx+ch?x]e

— 2
(o partes directamente: [ sh>xe™ “"*dx = [ v _MS;;:,?M A 1= sh?x+42 [ chxshxe™ “M*dx

= [partes] = —sh’xe~ " — 2chxe " +2 [shxe™ Mdx = —[242chx+ shzx} e—chx)
Pero en la mayoria de los casos no es tan evidente el cambio ni hay una clara du. La forma

del integrando puede sugerir hacer algin cambio u = g(x) . Para obtener entonces la f(u) se
despeja la x en funcidén de u, se calcula el dx y se sustituyen x y dx en la integral:

Ej. ffcosﬁdx:[u:\/)?,x:uz,dx:2udu,x:4—>u:27x:9—>u:3]:2f23’ucosudu:

[partes] = 2[usenu]3 — 2f23 senudu = 2[usenul3 +2[cosul3 = 2[3sen3 —2sen2 + cos3 — cos 2]

Ej. [Ver—ldx=[u=¢"x=logu,dx=21= [V lgy=[\u—1=z,u=2"+1,du=2zdz]
=2/ %dz =2f[1- ﬁ]dz =2z —2arctanz = 2v/e* — | —2arctan+/e* — 1
[con un poco mds de vista podriamos haber hecho directamente z = +/e* — 1 acabando antes]

[En los cambios de variable las funciones f y g’ deben ser continuas. Si g’ aparece explicitamente es
facil ver que es asi. Pero si no aparece se nos podria olvidar y cometer errores].

Algo de préactica sugiere qué y cuidndo sustituir. Para tipos particulares de funciones (trigono-
métricas, con radicales... ) hay sustituciones tipicas que se sabe que dan buen resultado (las
veremos a continuacion) y que suelen conducir a la integracién de funciones racionales de las
que hemos visto.
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Como primer ejemplo de primitivas que se convierten en integrales racionales mediante cambios
de variable estudiamos:

JR(e%)dx |, funcién racional de e*

Haciendo ), pues dx = LZM
Bje [ i = [ — 44 Be€)gu— [ [ 0 logu— og(1+4) —x— blog(1-+62)

Mais interés, por aparecer mas a menudo, tienen las Primitivas de funciones trigonométricas:

Para integrar [ R(senx,cosx)dx,con R racional en senx y cosx, existe siempre un cambio
[u =tan% } que la lleva a una racional, pero veamos antes una serie de casos mas faciles.

’ [ sen™xcos"xdx ‘:

k
enZktly = senx(1— cos’x)" y se hace u = cosx

2

Si m 6 n son impares: k
x =cosx(1l —sen“x)" y se hace u = senx

COSZk+1

Si m y n son pares, se escriben en funcién del dngulo doble:

sen?x = 170352)5 , cos2x = 1+c§s‘2x
Ej. [sen’xcos’xdx = [(1 — sen’x)sen’xcosxdx = [u = senx] = [(u* — u*)du = % sen’x — %sensx

0 a0jo

Ej. [cos*xdx =} [(14cos2x)?dx = § [dx+ % [cos2xdx+ § [(1+cosdx)dx = 3 4 S0 4 sendx

La integral general ’ J R(senx,cosx)dx ‘ se convierte en cociente de polinomios haciendo:

, si R es impar en senx [es decir, si R(—senx,cosx) = —R(senx,cosx) ].

, si R es impar en cosx [es decir, si R(senx,—cosx) = —R(senx,cosx) ].
— 2 _ . —

[cos’x = 1, dx = %4 ], si R(—senx, —cosx) = R(senx,cosx) .

= X — 2u_ _ 2du . P
u=tanz [senx— Thp » CosX= 1 +u2 ,dx e ], para cualquier R [dltimo recurso].
. senxdx _ _ du _ 1 pdu 1 du _ 1 _ cosx—1
Ej. senx f T—cos2x =lu=cosx]= f w—1 " 2 u—1 " 2J utl — log|u+1| log cosx+1
_ 2du/[1+u ] du x
De otra forma: f seny — Lu=tanz ] = Sira =W = log|tan 3|
[ha salido tan fécil por casualidad] [las dos expresiones de la primitiva deben
coincidir salvo K arbitraria (con pocas cuentas se ve que son iguales)]
. dx _ dx _ _ _ [1+u du
Ej. f cos3xsenx f cos*xtanx [u=tanx]=[ ull+u?] f + Judu = log|tanx| + 2 5 tan® x
_r senxdx du — ...
Otro camino (mds largo): [ cosdxsenx J cos3x[1—cos?x] =lu=cosx]=] wWuH1u—1] —
[peor todavia serfa hacer u = senx (también es impar en coseno) 6 u = tan3 ]
_ (0 _du __
Ej. fO 1+cos2 = [u=tanx,dx= 1+L¢2 1=Jo 24u2 0 1/21 1 5
[resultado evidentemente falso: el integrando es siempre positivo | 1+cos™x
y la integral debia ser un niimero positivo. No olvidemos que en T

los cambios de variable las funciones f y g’ deben ser continuas. El cambio hecho (cldsico,
como hemos dicho, para este tipo de integrales) es valido sélo hasta % ; si es cierto que

2 X oo u 1 fdu u «
I i = I e = 5 (e = Jpwean ()| = [ =2

pues el integrando es simétrico respecto a x = 5 . Al oo que nos ha aparecido (que como siempre

representard un limite) le daremos mas seriedad cuando estudiemos las integrales impropias].
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Primitivas de irracionales

(las més simples; R funcién racional de x y la raiz que se indica)

f R (x,v/ax—+ ) dx | se convierte en racional haciendo u = vVax—+b .

=[14x]"/* x=u*—1 . 9 5
| ;CX]: 4u§duu = [0t —u)du = % n % = %[1"_)6]9/4 - %[H‘x]s/“

También se puede hacer por partes:
Sl +x]V4dx = x[1+x3/* — £ [[1 + 2>/ 4dx = Tx[1+x]/% — 18 [1+4]%/4

Ej. [x[14x]"/*dx=

f R < ) dx | se convierte en trigonométrica haciendo x = asenu .

Ej. [V4—x2dx=[x=2senu,dx=2cosudu] = [4cos’udu = 2u+ sen2u
=2u+2senuy/1—sen’u = 2arcsens + 5v4 —x?

f R < X2+ a) dx | se convierte en racional haciendo u =x+vVx2+a,

2,2 2 _ 2 —u_a -1y a
puesto que (4 —x)* =u” —2xu+x" =x"+a—x=45— 5 —dx=5+57.

(El cambio u = v/x% +a no sirve de nada pues vuelven a aparecer raices al despejar la x).

u7x+\/27+1x7u2;17d 1+u® dl/t]: 2du 10g|u

53 log

it = log | ———

Ej. f\/ﬁ

Ej. [ \/XdL =+vx2+1 [jaojo!, antes de ponerse a calcular a lo loco, miremos si es inmediata]

[Las primitivas con raices v/ ax?+bx+c se reducen a las dltimas completando cuadrados].

. s z . s 3 .
Recordamos que si las raices son méds complicadas (como vx3+a 6 vx%+a), las integrales, son, en
general, no calculables. Esto no quiere decir que alguna, en particular, no lo sea:

Bj. [ = lr=at] = 4 s = = Vi T] = 3 [0 = Ddu =t =4 = g =2/ + 1

[pero no se podria hallar la primitiva de [

dx ]
Va1
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5.4. Integrales impropias

La integral la hemos definido para funciones f acotadas en intervalos [a, b] finitos. Extendemos
la definicidn, primero para intervalos de integracion no acotados [a, <) 6 (—eo,b] . Como siempre
que aparece un oo aparecerd un limite en la definicién:

Supongamos que || : f existe paratodo b>a . Si existe el blim i) f f selellama integral
impropia de f en [a,0), se representa por [°f 6 [ f(x)dx y laintegral impropia
se dice convergente. Si [ f no es convergente, se dice divergente.

[Andlogamente se define ffm f=lim [ ab f1

[La integral entre a y b existe Vb, como sabemos, si por ejemplo f es continua (o continua
a trozos) en [a,oo) ; como para cada b la integral es un nimero, tenemos una funcién de b y
tiene sentido hablar de su limite cuando b — oo; este limite (el valor de la integral impropia)
serd otro niimero si la integral converge].

. oo dx . rbdx . 110 P 1
Ej. fl = = hmfl 7:11m[f7] :hm[lff}zl deja un drea
I L 1/x = infinita debajo
[la integral es convergente y su valor es 1 ]. ,
N /Vl/X
Ej. [ % = lim [logx]? = hh;n;[logb] diverge. [N NP

En general, ffo % diverge si s<1 y converge si s> 1 [hacia 5 i i ]

[es inmediato comprobarlo; para los mismos s converge la [° % Ya>0, pues
i) f e f lb son dos funciones de b que sélo difieren en la constante [}’ ]

Jo e™dx |= ~lim [e‘”‘]g = Liim [e®—1] ’ converge si a < 0‘ [hacia —1 ]y diverge si a>0.

Ap_soo b—oo

[Se suele abreviar [e™]; en lugar de Jim [e‘”‘]g ; pero no olvidemos que es un limite].

Aunque no sepamos calcular la primitiva podremos, en bastantes ocasiones, determinar si es 0 no
convergente (como ocurria con las series; incluso tenfamos un criterio integral que relacionaba
unas y otras; los criterios de convergencia son muy parecidos).

o . o o . b
Criterios para funciones positivas (los damos para la [;”; son andlogos para [”_ ).
En todos suponemos que las funciones que aparecen son integrables en [a,b] Vb .
Teorema:

Si 0< f(x)<g(x) para x>a, [g converge = [~ f convergee [ f< ["g

¢ 0<SF(b)=[lf<[lg< [ gVb>a=

f

\ F(b) creciente y acotada superiormente = F'(b) tiene limite si b — oo
a b (la ultima = se prueba como en las sucesiones).
f g I ) [El teorema dice también que [° f divergente = [.° g divergente, desde
2 luego; pero como siempre, en este tipo de criterios, de que la pequefia
a converja o de que la gorda diverja, no se sigue nada; e insistimos en que

es para funciones positivas: si una f cualquiera es menor que otra de integral convergente, no tiene que
converger su integral, ya que podria irse a —oo |.
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Las comparaciones con < son siempre mds complicadas que las hechas por paso al limite:

Teorema:

Si f y g son positivas para x > a y bh’m % = ¢ finito, entonces:

Si ¢>0, [ g convergente < [~ f convergente.

Si ¢=0, [, g convergente = [~ f convergente [es decir, [;” f diverge = [ g diverge].

Sic>0,para x>M es 2<f§))<3‘ = 0 < $g(x) < f(x) < 3g(x) y podemos

aplicar el teorema anterior. Si ¢ =0, para x > M es 0 < f(x) < g(x) y de nuevo el
teorema. Ademds estd claro que [;; f converge < [ f converge.

Si el integrando f no es positivo, como en las series, conviene considerar el |f]| :

Teorema: | [ |f| convergente = [~ f convergente

Ej.

Ej.

Ej.

Ej.

Ej.

Ej.

[ f se dice absolutamente
integrable en [a, o) ].

0<f+IfI <2/ = [T [f+If1] convergente = [" f = [ [f+[f]] = Ji" |f] convergente

2
[loix} >1e f;% diverge.

5 “ng} dx diverge, pues six>3 es )17

Por paso al limite debemos utilizar la parte con ¢ = 0 porque el log no se parece a ningtin x* :
logx]

B 0e J3 4 divergente =[5

llog/x dx diverge (mayor que divergente).
X—00

=

También nos bastaba la definicién: [5 @dx = % [logx]3] , T

x/V/ X —x+1

0 xdx C X 1 .
—2X__  Cuando x — o0, ——X— ~ — [es decir,
fo VS —x+1 Va1 22 e x%w

Como [;° xﬁ converge, la dada también (no sabemos a qué ntimero).

2
e x—x? —x
— =¢ — 0e [; e *dx converge.

X—00

Joe™

O bien, por desigualdades: si x > 1 es e <e ¥ ydeaqui:

Ji e *dx converge (< [, converge) = [” e converge (< Jo~ converge).
[con las integrales dobles de Célculo II se puede ver que f;” e ¥ dx= %\/ﬁ ]

200 1 0o dx q: . oosen(l/x) . s _ :
Ji sentdx ~ [ € divergente [pues Jim == = tg% S8 — 1 ] = la dada diverge.

senx|
131 = 1+x

f‘x' senx

0 1.,3dx es convergente porque |

e fy 1+ —L converge (~ % cuando x — oo )

Aplicando la misma idea a [ %dx no podemos concluir nada, ya que [;” L dlverge

o senx 2 _v
Pero [, %dx: [ ; , donde V\ ............ IWVx
a ; I N —
EAR ‘f/?c‘éf(kﬂq % <2{W_\/T} : o

La serie es alternada, decreciente y con a¢; — 0, con

lo que por Leibniz converge (y por tanto la integral). sen(x?)
De aqui deducimos que Van
Vr
Josenx?dx=[t=x>]1= [y %dr también converge \/ \J

(ja pesar de que f(x) no tiende a 0 si x — oo ! [esto no es como en las series]).
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La segunda extensién de la definicién de integral es para f no acotada en un extremo del
intervalo:

Supongamos que ftb f existe paratodo ¢ € (a,b] . Se define | ab+ f= lim ftb f siel limite
t—a
existe y en ese caso la integral impropia se dice convergente.
[Anélogamente: falf f= lim Lf]
t—b~

(Envez de a™ y b~ suele escribir a y b; no olvidemos que la integral es impropia).

[No se pide que f esté acotada en (a,b], ni siquiera que esté
definida en el punto a; para que f sea integrable en [t,b],

debe, desde luego, estar acotada en cada intervalo de esa forma;

por ejemplo, si f es continua en (a,b] se tiene, para todo ¢,
garantizada la existencia de la integral de f en [¢,b], aunque el |
Iimite puede no existir y divergir la integral impropia].

]
]
]
[
]
[
]
]
]
]
[
]
]
a

Ej. f01+ ;%“ = lim tl % = lim [% — 1] no existe (la integral impropia diverge).

—0t

f01+ % = ZE% [2—24/t] =2, converge (y su valor es 2).

En general, se ve facil que | | ;1 [X‘_b; 7 e I C‘f a”f; [ convergen si s<1 ydivergensi s>1

[
([x—a]’ tiene sentido para x < a si s = %, % Lysls= % 6 s =1 la funcién no esta definida)

Para este otro tipo de impropias existen criterios de convergencia totalmente andlogos a los
vistos para las del primer tipo. Resumiendo (las de a™ ) y sin demostraciones:

Teorema:
Si0< f<gen (a,b], falig convergente = fcflf convergente e fab+f < fab+g .
Sean f,g>0 en (a,b] y sea finito el lim % = ¢, entonces:

si c>0, ff+ g converge < fab+ f converge; si ¢=0, fab+ g converge = fali f converge.

b+ convergente = b+ convergente.
Ja g a g

Ej. | | cos’x gy converge, pues 0 < cosx < 1 g Ji g converge (o porque coxfot 1)
0+ 374 P = T34 = a4 0+ 374 1/x37% a0+ .

Ej. f27+ dx_ diverge, pues se parece cercade x =2 a f27+ % divergente:

3-8
YP-8 1 1 YT A
k=2 = P xid |, 12 © L’Hopital.

Ej. f03+ 4x Cercade 0 el senx ~x: l/ls/e;x

ot — 1. Como f03+ % diverge, la dada diverge.

x—0

Ej. La [57 %dx de antes, no plantea problemas en x = 0, a pesar de anularse su

denominador, pues se parece cerca de 0 a /x que no s6lo converge, es continua.

Ej. f01+ (logx)?dx es convergente, pues % = (x'/*logx)? e 0 (lo sabemos desde 4.4),
x—
con lo que la nuestra es mds pequefia que una convergente. Y podemos hallar su valor:

[(logx)?dx = x(logx)? — 2 [ xlog xdx = x(logx)? — 2xlogx +2x = [y (logx)2dx =2
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Hay otras integrales que retinen mas de un tipo de impropiedad: [©_, [, fab; .

Cada integral de estas se dice convergente si, dividido el intervalo en subintervalos tales que en
cada uno de ellos haya una tnica impropiedad, todas las integrales resultantes convergen. Por
ejemplo, si f es continua en todo R:

[=.f converge < [°_f e Jo_ f convergeny suvalores [~ f= O f+ o f

[esta integral no se define como Jim j_b »f que podria existir a pesar de ser [~ f divergente;

a ese limite de las integrales calculadas en intervalos simétricos [—b,b], si existe, se le llama
valor principal de Cauchy de la integral y aparece en matemadticas mds avanzadas].

Ej. [7_senxdx diverge, pues [, senxdx = Jim [1 — cosb] no existe (y tampoco existe [°__ senxdx).

[Si existe el valor principal de Cauchy: /h b /senx

o . b : /J b 0
VP[%_senxdx :blf;ffb senxdx = 0 (senx es impar)].
(o=} (o=} (o=} 2
Ej. [t % . J{" es convergente pues comporta como f; % convergente [ % — I
X—o00
. arctanx 1 P : 1
Cercade 0: T5°5% ~ 17 con limite finito = Jo+ converge.

00

Como convergen las dos, j0+ converge.
Ej. [5 &= Joe 4 J7 diverge Vs :

Si s>1 converge la de o, pero diverge la de 07,
si s<1 ocurre al revés y si s=1 divergen ambas.

. 1 . .. . . —
Ej. |, f—f no es una integral normal y ni siquiera existe

. . . S|
como impropia, pues no convergen ni ff)l ni f .

(Tampoco existe el VP de Cauchy de la impropia, |
definido en estos casos por lim /e f+ I )

Ej. [ —2x_ (2 converge (pues =
J f1+ Vat—1 f1+ ge (p VAT 42 a1 1\4:2

Por tanto, la inicial diverge (insistimos en que deben converger las dos para ser convergente).

Z=p)- pero [;” diverge (pues ~ L.

_x2 X L. o - _x2
1’; dx converge, pues lo hacen f01+ (tiene limiteen x=0)e [;° (es 0 < 1572 < é ).

Ej. Jor
Ej. I'(x) = [;r* 'e~’dt . En x =0 converge si y s6lo si x >0 (pues se parece a [ +*"'dr).

. x—1,—t x+1 0o 0« . .
En co converge siempre: * tj L — — 0Vxe [ %’ converge. La [;” inicial converge Vx > 0.
t—o0 N

LaI'(x) (funcién gamma) definida por esta impropia generaliza el factorial:
Fx+1)=[re’dt = —re]g+x [y e =al(x)
partes
yportantoI'(n+1) =nl'(n) =n(n—1)I'(n—1)=n(n—1)---2-1-T'(1) =n! ,sineN,
pues ['(1) = [; % "dt = 1.

Ej. [;: L_cosx 7y Plantea problemas en 0", 17 | oo . Para converger, deben hacerlo las cuatro.
0% ¥3logx

dx
xlogx

Analizamos todas: En 07 : ~ [ =log(|logx|) — —oo (diverge).
x—0

Enlf:~ [ 13% ~ [ dexl (divergen ambas). En oo : < f% (converge).
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5.5. Integracion aproximada

Como sabemos, funciones integrables pueden no tener primitivas elementales o exigir un clculo
muy largo. Pero en muchas ocasiones, s6lo se necesita el valor aproximado de una integral
definida (en otras, simplemente, cotas de dicha integral). Las U, y L, de 5.1 (y algtn teorema
con desigualdades visto en ella) nos daban ya alguna (mala) estimacién, pero serd mas preciso
utilizar series de Taylor o utilizar las férmulas sencillas (sobre todo para los ordenadores) de
los trapecios o de Simpson que veremos al final de esta seccién.

Integracion de series de Taylor.

Estas series se podian derivar término a término (en el intervalo de convergencia). Veamos que
también se pueden integrar término a término en ese intervalo (de nuevo como si se tratasen de
’polinomios infinitos’). Esto serd consecuencia de los siguientes resultados:

Sea {f,} sucesién de funciones continuas que converge uniformemente
Teorema: | pacia f en [a,D] . Entonces fab f= lim ff In -
n—oo

Sea £>0. Existe un N tal que si n>N entonces |f(x)—fu(x)| < ;% paratodo x€[a,b].
. b b
Sin>N, |[2f(x)dx— [2 fulx)dx| < [21f(x) = fu@)|dx < [0 ;Edx=¢.
Este resultado es falso si la sucesion de funciones converge sélo puntualmente (el limite de las

integrales puede ser distinto de la integral del limite) como para la siguiente { f, }:

2n2x,0§x§1/2n 4F
Ej. fu(x)=1< 2n—2nx,1/2n<x<1/n .

0,1/n<x<1
La grafica de cada f, es un tridngulo isésceles de altura n
sobre el intervalo [0, 1] y vale 0 en el resto de [0,1]; el drea  ,|
encerrada por cada f, es % para todo n. El limite puntual de
las f, es f(x) = 0 para todo x € [0, 1] ya que para cada x,a |
partir de un N todas las f,,(x) =0 y f,(0) =0 Vn. Estd claro
que {f,} no converge uniformemente y que se tiene:

0= fy fu# lim [ fu=73

Como consecuencia inmediata de lo anterior, tenemos que:

1/4 1/3 172 1

Teorema:

Si i fa converge uniformemente hacia f en [a,b] entonces fab f= i fab In

n=1 n=1

Ej. Como f(x) =Y *4% converge uniformemente en todo R, es [y f=Y [y ¥ =} el 2 7
n=1 n=1 n=1“1—

Y en el caso particular de las series de potencias concluimos:

Si f(x)= ianx” para |x| <R =
Teorema: n=0

Je f(@0)dt =¥ [§ ant"dt = Box" 1 = agx+ Gx® + Lx3 4 si x| <R.
n=0 n=0

Pues en [—x,x] sabemos que la serie converge uniformemente.
[Fuera de (—R,R) la serie no convergerd y no servird para aproximar niguna integral].
[El conjunto de primitivas de f serd, desde luego: [ f(x)dx = C+aox+ 4x*+ Qx> +---].
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Ej.

Ej.

Calculemos aproximadamente fol senx?dx (funcién sin primitiva elemental). Tenemos que:
x 2 10 _ 1,14 13 1.7 L1 1 15 .
Josent?dt = [§[1* — 30+ 110 — Ll Jdr = 13 — ST + pal!t — ebmx ! 4 Wk

27,1 _ 1 1 1
Hfo sentdt = 3 — 75+ 133 — 75600 T
y podemos aproximar la integral con las sumas parciales de esta serie alternada decreciente:

fo § — 4i ~2 0.3095 con error menor que 1320 ~ 0.0007 < 1073

fol ~ % — é + %0 ~ 0.310281 con error menor que 75600 ~ 0.000013 ~ 1073
fol ~ % — ﬁ 4 leo 75é00 ~ 0.310268158 con error menor que W ~ 0.000000145 ~ 107

La misma serie de potencias nos da la integral para cualquier otro x . Por ejemplo, si x = % :

j.l 2 genidi = L _ 1 T 1 n (converge mucho mas rapidamente, pues
0 T 24 5376 7 2703360 2477260800 cercade x=0 se parece més el desarrollo).

También vemos que si x=+/27 (~2.51) la integral es positiva (como sospechdbamos en 5.2):

Y7 seni2dr = PC (1 - 22 2wt dxt ) & 504 [1-2.8243.54-2.44+1.06-0.3 14 -]

Las sumas parciales de la serie entre corchetes son: 1, -1.82, 1.72, -0.72, 0.34, 0.09,... (todo
va mds lento ahora). Como es alternada decreciente (a partir de tercer término) su suma estd
entre dos sumas parciales consecutivas, con lo que la integral es > 0. [Para dar su valor con un
error < 1072 se ve que hay que sumar 8 términos (dos mds) y se obtiene 0.43 ].

Como disponemos de su desarrollo de Taylor, aparte de las anteriores aproximaciones, pode-
mos realizar otras operaciones en la que aparezca la integral, como, por ejemplo, calcular algiin
limite indeterminado:

4_1 8 4 1.8 8
fm 3x [y sent?dt—x* ~m [X*— g x4 ] _ 1 +o(x®) 1
x—0 arctan x8 x—0 x8—1x24 x8+0(x8) 14
3]’)&‘ Sent2dt+3xsenx274x3 6senx2+6x2 COSX2712X2
Por L’H més largo: I{m[1+x!0] =2 =Iim =)
(Po as largo ,Ho[ +x7] arctan 8x/ x—0 arctan 56x° )

. . . 2 L.
Encontremos cotas racionales de [ = jol f si f(x) =x?¢=* (de primitiva no calculable).

Las cotas mds sencillas, pues claramente 0 < f(x) < 1,son 0= fol 0<I< fol 1=1.
Podemos mejorar la cota superior hallando el méximo de f en [0,1]:
>2.7
F(x) =2x(1-x2)e™ = maximosi x=1y f(1)=e ' = I< [le! <e! s 3
Si comparamos en [0, 1] con diversas funciones integrables:

fx)<?=1< %xﬂ (1) = % (mejor que la anterior)

<2.8
fx) <xe ™ =1< —%e*xz]é =[1—e] < 11— 121 = 5% (atn menor)
fx)<xPe ™ =1< —%e’x3](l) =I[1—e7"] < $[1— 1] = 2 (mds pequefia atin)

20— 1.2~ _ 2 -1 _ ~1 50_ 4
f(x)zxex:>12f0xexdxpaRes—[x +2x+2e |, =2—5¢">2-30 =5

Pero si queremos obtener cotas con la precisién que necesitemos, lo mejor es usar Taylor:
— (12416 _ 1,8, . 1_ 1,1 1.,
I= [y [FP—xt+5x0— x4 Jdx=F -3+ 73—+ Wx
1_1_2 1 1,1 _ 1 _ 176 l_l 1 _ 43 1
=35 <3 st mTa < <I< - <3-5tu=35<3

La cota inferior 15 €s peor que la obtenida comparando, pero ézg > 24—7 ya la mejora.

43 .43 _ 3
Y la superior 575 es mas pequefia que la menor de las anteriores: 775 < 17 -

[Con un ordenador se consigue mucha precision (/ = 0.189472 ), nosotros hemos conseguido
s6lo deducir que 976 ~0.186 <I < 24130 =2 0.205 ; pero nos costaria poco sumar mas términos].
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Para aplicar cualquiera de los dos métodos siguientes no necesitamos la expresion analitica de f; nos
bastan algunos de sus valores [situacion que experimentalmente se presenta a menudo].

Férmula de los trapecios:

c g . _ T
Dividimos [a, b] en n partes iguales de anchura b—“ =h. k)
a+
. ., [k+1]h
Como aproximacion de a+| tomamos el area del
p fa+kh f f(a+[k+1]h)

trapecio T de la figura: 4[f(a-+kh)+ f(a-+[k-+1]h)].

Entonces f . J serd aproximadamente igual a la suma
de las dreas del los n trapecios:

Ja f = 31 (@)+ flath)] + 5 [f(a+h) + fla+2h)] +---+ §[f(a+ [1—1]h) + f(a+nh)]

aowh A ar@eDh

Ji £~ 51f(a) +2f (a+h) +2f (a+2h) + -+ 2f (a+[n—1]h) + f(b)] | -8—e——8——a—8

Férmula de Simpson:

Una aproximacién mejor se tendrd si, dividido [a,b] en un ndmero par n =2m de partes iguales
b

de longitud & = bf" = 3., en vez de sustituir cada trozo de f por una recta, la sustituimos por
la pardbola que interpola la grafica de f en tres puntos consecutivos:

X0 = a+kh, x; = a+k+1]h=x0+h y x = a+[k+2]h = xo+2h,
es decir, por el polinomio: Qy(x) =Ag+A1(x —x0) +A2(x —x0)(x—x1) ,

con: Ag= f(x0) . A1 = [£(x1)—f(x0)]. A2 =55 [f(x2) =2 (01) +F(x0)]

Integrando Q se tiene tras algunos célculos: | >.<0 >'<, >'<2
SR 2 [0 0a (x)dx = 2hAg + 2%A1 + 341 = L[ (x0) + 4f (x0+ ) + f(x0 + 20)
Y sumando las m integrales anteriores obtenemos: oo 3 o " 3ed
a b

fabfz %[f(a) +4f(a+h)+2f(a+2h)+4f(a+3h)+2f(a+4h)+ - +4f(a+[n—1]h) + f(b)]

Si se quiere utilizar con seriedad un método numérico se debe hablar del error cometido. Demos algin
resultado sin demostracién. La estimacién por trapecios es exacta si f(x) es una recta, funcién con =0
No es de extrafiar que el error dependa de f” . Puede probarse que:

Si | f”(x)| < M, para x € [a,b] entonces: | [error| < 5 (b —a)Mah?

Se prueba que Simpson es exacto si f(x) =a+bx+ cx? 4+dx3 y que:

Si | £ (x)| < My para x € [a,b] entonces: | |error| < (b a)Myh*

Se ve que ambos métodos mejoran, como era esperable, cuando 42 — 0, mds rdpidamente Simpson ya que
h* tiende mas fuertemente a 0 que #%. Como las cuentas a realizar en ambos casos son casi las mismas,
serd mejor acudir a Simpson si tenemos que aproximar una integral (hay métodos mucho mejores, pero
también mas complicados).

Ej. Poco practico, para comparar y ver si funcionan los métodos. Aproximemos jol léf;? (=m):
Trapecios: /1= %,n 2: fo %[ +2%+%]:%:3.1
1 4 16 | 74 516 | 4] o
h=1,n=4: [ ~[1+28 +2¢ 4210+ 4] ~3.1312
Simpson: Do ilvatrl] =4 ~313

2: =g
n=4: [y~ [14+418 1284410 1 4]~ 314157
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Ej. Calculemos ahora aproximadamente fol senxdx (ya estimada utilizando Taylor):

h=1 T [y ~10+2senl+sen1]~ 0334 S.[§ ~ L[0+4senl +senl]~ 0305

h:% T. fol%%[O+Zsen%+25en%+Zsen%—|—sen1]z0.316
S. fy ~ 5[0+4sen.k +2seni +4senk +senl] ~ 03099
h=1 T [} ~ L[0+2sensk +2send +--+senl] ~ 0313

S. fy ~ L[0+4senk +2senl + - +senl] ~ 0.310205

1 1
h=gs T [l ~03105 8. ) ~ 03102683009

h= T. [} ~0.31026839  S. JJ ~ 03102683017

1
1000
[estos dltimos valores exigen, desde luego, o una enorme paciencia o un ordenador]

Como f”(x) = 2cosx? —4x?senx? , ¥ (x) = (16x* — 12)senx® —48x>cosx* , en [0,1] es
If") <6, [f¥)] < 4]4x* — 3|+ |48x%| < 60 — |error T| < 14? ; |error S| < 1n*

[Para aproximar la integral de 5.2, fo‘/ﬂ sent’dt , Simpsoncon n =2y n=4 da,
respectivamente, 1.67 (la grafica se parece muy poco a una pardbola) y 0.42].

Ej. Para la otra integral aproximada con Taylor / = leze_"z Simpson da muy buenos resultados:

n=2— I~t0+e /4 +e1120.191
n=4 — I~ 50+ e /104 Jem1/4 4 9e79/10 4 e711 ~ 0.18951 1.
[lo largo de Simpson es acotar el error (tampoco sabemos con Taylor si sale serie no alternada)]

En los siguientes ejemplos (y en algunos de la préxima seccién) ademds de repasar temas anteriores
estimaremos el valor de varias integrales utilizando Taylor, Simpson,... (u otras ideas):
Ej. Si f(x) = 83);2 , hallemos de diversas formas racionales que aproximen la integral [ = fol f

con un error menor que 1072 (sin calculadora).

Parece inttil aproximarla si podemos facilmente dar el valor exacto: = — log|8—x2|] 0= log% .

El problema es que, sin calculadora, no sabemos el valor de ese logaritmo. Pero por Taylor:
log(14+4)=1— b5+ 1= —-- serie de Leibniz — I~ &2 , con error < 735 < 1072

Podriamos también desarrollar primero el integrando y luego integrar la serie:

2 _x__ 1 _xw 21" x X x _ 1 1 1 _ o 1
Qizl—xZ/z}*ZZ{)[?] *1+3fz+ﬁ+'“ﬂlfg+ﬁs+m+“'*Zlm
n= n=

El problema de esta serie (que, desde luego, debe sumar lo mismo) es que no es alternada, lo
que hace menos facil y mecanico estimar los errores.

P . - — n —
Sumando dos términos 1 ~ {5 , el error cometidoes Y o < 755 Y [§]" = 59 <1072,

n=3 n=3

Probablemente Simpson darfa un error admisible con ya con 7 = % , pero necesitariamos acotar
la f @ 1o que es largo. Probemos con Trapecios que hay que derivar menos:

_ 842 L x[244a2 100 100 72
f =200 =4 [EHH_J —en [0,1] es |f"| < 0 — Jerror| < 1%k —

basta tomar h = % — I~ [f(0)+2f(%)+f(1)} = %[O+%+%] = % con error < 1072,
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Ej. Dibujar la grifica de r(x)= xf‘;—kll y encontrar, si existen, los x en los que la funcién R(x) = f;r,

con x€ [0,0), alcanza sus extremos.

e b _ 4730 5x% —5x43)

reC*(R).r(x) = 0.r(x) Z0six 2 1./ (x)= 1T

S < [-+1)°
P =3x* —4x> — 1 tiene 1 raiz positiva x, [+ + —] y I negativa x_ [+ — —].
P(=1)=—6,P0)=1,P(1)=2,P(2) = —15 =x_€[-1,0]yx; €[1,2]

= r decrece hasta x_ , crece hasta x y decrece a partir de entonces.

x = —1 inflexién; en x = 0 no hay (no cambia de signo " ); los otros puntos de inflexién los
darfan las raices (ya no hay mds enteras y negativas sélo la —1) de 3x* — 8x> +8x> — 8x 43
(se pueden hallar haciendo z =x+ % ). -l x T —

Valores: r(—2) = _% ,r(2) = % i
r(—=1) = —1,7(0) = —1 (Rolle confirma x_ );

F(—=1)=—3,7(0) =1 (otra vez x_),...

A la vista de la graficade r: R decrece si 0 <x <1 [afiadimos dreas negativas] y luego crece
[lo mismo se deduce del signo ya analizado de R’(x) = r(x) ]. El minimo se da, pues, si x =1.

Aproximemos el valor de R(1) :
Por Simpsoncon h=1/2: I} = [01 ra é[— - % +0] = —% ~ -0.480 (sin cota del error)

Por Taylor: r(x) =[x —1][1 —x*4+x8 — -] = =1 4+x+x* = x84+ si x| < 1 -
h=-1+3+1-3-3+&%+5+
[en principio, no sabemos si podamos integrar hasta x=1 (ahi diverge la serie de r),
pero parece que va bien, pues la serie de I} converge:

SI=—1<85~—-0578< - <} <--- <87~ —0.401< §3 = —0.3 (coherente con Simpson)]

Podria no haber méximo de R ([0,c0) es no acotado). Si la integral impropia entre 1 e oo
fuese divergente (que no lo es pues r(x) se parece a x> enel o), la R tenderia a oo si
fuese convergente y tendiese a un valor I, mayor que |[;|, R tenderia hacia I; +1, > 0
(valor que no alcanzarfa); y si converge hacia un valor menor que |;| entonces el maximo se
alcanzaen x =0 (y vale R(0) =0). Veamos que esto tltimo es lo que sucede realmente:

f>0 en [1,00). El criterio de comparacién por desigualdades da cotas faciles de la impropia:

[ — %] =% <04, o0bien:

=

b= ["r< [ &5 = [arctany®] " =

A= o=

—_— i L 11 .
L< 5= [ﬁ_ﬁ]l = 3 — 3 = ¢ <0.17 , bastante mejor cota.

R(x) = [o f+J7f =1L+ <0, como se deduce de las cotas halladas = el maximo es R(0).
X—00

[Con mucho esfuerzo podriamos hallar la primitiva R y el valor exacto de ambas integrales.
Lo primero es factorizar el denominador, para lo que necesitamos las raices de x* = —1 .
Probando con a+bi en x*> = +i o, mejor, utilizando las férmulas para raices de complejos
del préximo capitulo obtenemos que son (£1+i)/v/2 . Asi:

— [Xdt _ X 1dt —...
R(x) = Jo P+l T Jo [(2+V2t+1[2—V2+1]

= arctanx? — % log % - ? [arctan(xv/2 + 1) + arctan(xv/2 — 1)]

Con calculadora obtenemos: I} ~ —0.474 (buena aproximacion la de Simpson), I, ~ 0.149].
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5.6. Aplicaciones

Areas planas

Ya vimos que la integral no es exactamente un 4rea, sino una suma de 4reas con signo. Por tanto,
para hallar el area encerrada entre el eje y=0 y la grafica de una funcién f habra que sumar las
integrales de f en los intervalos en que esté por encima del eje y restar las integrales cuando f
quede por debajo. Esto es equivalente a integrar |f] . Asi:

Ej. Hallar el drea de la regién encerrada entre el eje horizontal y la grafica de f(x) = x* —x.

< . . . Ifl
Area= Y11= [0S -0 f = 2k F =2 =g e )

mp

[la f,ll f (que es O por ser f impar) no representa el drea rayada] f 1 ’\/1

Ej. Determinar el drea de la region acotada limitada por los ejes y la grafica de i(x) = tan (x — 1).

[Sabemos que la grifica es la de tanx trasladada una unidad a la derecha]

Area = fol |h| = ffol tan(x—1)dx = log|cos (x—1)| ](1) = —log(cos1)>0

1
1
1
1
1
1
1
(porque cos 1< 1;las dreas deben salir siempre positivas) /2 1
1
1
1

—
+

——————
<
[\

Mas en general, el area comprendida entre las graficas de fy g

en el intervalo [a,b] viene dada por | [”|f — g|

Ej. Determinar el 4rea de la regién encerrada entre las graficas de f(x) =x*> —2xy g(x) =x.
Las gréficas se cortan six> —2x=x<x=0(y=0)6x=3 (y =3).
En [0, —3] la gréfica de g estd por encima de la de f, por tanto:
A= le— 1= R sy =3

O bien de otra forma (mds complicada en este caso, pero mejor en

otros), integrando respectoay: y=x> —2x > x=14+/T+y —
A= [0 1+ VTFy— (1= Ty ]dy+ J5 [1+vTFy—y]dy

3
= [$0+9 + [+ 30— 3] =3

Ej. Hallar (sin calculadora) con un error menor que 0.04 el valor aproximado del drea de la regién
acotada por la grdfica de /1(x) = arctanx” ylarecta y = I .

hpar, h ‘—> %,h’(x):li’;4 (crece six>0) — /2

B L S =

. . h
cortay=7% s6lo six==41 — Area = J —2 [y arctan(x?)dx. \ /4 /

Hallar la primitiva es posible pero largo:

[ arctan(x?)dx = xarctan(x?) — %’i‘fj‘ =

[y los log y arctan del resultado no podriamos evaluarlos sin calculadora].

Con trapecios o Simpson salen valores desconocidos del arctan (y seria largo acotar el error). Mejor
integramos el desarrollo de Taylor [se puede llegar hasta x=1] y utilizamos la serie alternada que
sale:

2o = dx0 4 L0 I Jdx =2 - 2+ Z — ...~ 4 conerror < 2 < 2 = 0.04

Por tanto, Area =~ 1.571-0.571 = 1.00 con error < 0.04 (con ordenador: Area ~ 0.974991 ).

98



Areas en coordenadas polares.

Un punto P del plano de coordenadas cartesianas (x,y) se

puede describir ademds por un par de coordenadas polares Yoo .
y :
1 ] 1 1 A T+arctans :
(r,0) siendo r ladistanciade P al origeny 6 el dngulo en Lo f=arctiny
radianes comprendido entre el semieje de las x positivas y / X
la semirrecta que une el origen con P . Unas coordenadas se _ZSERERY y

pueden obtener de otras utilizando que:
x=rcosf,y=rsen® < r=1/x>+y>, 0 =arctan? [+7],si 0 (—%,%) [0 (%, )]

Para hallar el drea de una regiéon R como la del dibujo, acota-
da por las semirrectas 6 = a , 8 = f3 y la curva r=f(6), con
f(6)>0, dividamos el dngulo B—a en n partes iguales (de lon-
gitud A6 ). Como el 4rea de un sector circular de radio r y dngulo
0 es 120/2,si my y M son el minimo y el miximo de f(8) en
cada sectorcillo, se tiene que el drea de cada uno de ellos estd com-
prendida entre m;A0 y M?AO — Y. m?AQ < dreade R <Y M?AO .
Como estas sumas son las sumas inferior y superior de f2 en [, ]
deducimos que:

0=p

AreadeR = %ff [£(0)]*d6

Ej. Hallar el drea de la region acotada por la curva r =3 4-cos0 .

= J§¥[3+cos0]%d0 = [;7[9+6c0s O + L cos20]d0 = 19%

R no es el circulo de centro (1,0) y radio 3, con drea 97 y expresion
en polares: r2—2rcos0—8=0 — r = cos 0++/cos? 0 ; la curva dada
en cartesianas es muy complicada: x* +y? —x = 3/x2 + 2.

De forma similar a las del drea en polares se prueban las otras férmulas de la seccién:

Longitud de la grafica b \/72 f(x) longitud=L
. L= 1 /
de f enelintervalo [a,b]: Ja y I+ ) dx ’“k
(Lo natural es probar la férmula estudiando las ’integrales de linea’). | ; b

Ej. Hallar la longitud del tramo de pardbola y=x> que une los puntos (0,0) y (1,1).

L=fy VI+a dx =[u=20+ V1742 | = L [TV [ gy, = 5 4 loeCeVS) o gg

Ej. Probar que la longitud L del tramo de y=x> que une (0,0) y (4, §) cumple § <L< %.
y=32—L= [ V2 T ox% dx (primitiva no calculable). y=x

F)=[14+9412 =14 34 =884 s |9x4\<1©|x|<%
]1/2

] SIS : I
+ we + 7
2 320 4096 ’

—L=[x+ g — 32"+

[vélido por estar [0, 1/2] dentro del intervalo de convergencia]. La i3
serie de L es decreciente y alternada a partir de segundo término
—1=85<S < <L<- <=8 <.
De otra forma (la integral puede describir el drea limitada por f en [0, 1/2]):
drea rectdngulo = % < L area trapecio = % [es facil ver que f es convexa en ese intervalo].

[La acotacién L > 1/2 era clara geométricamente antes de hacer ninguna cuenta].
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Volimenes (sencillos):

El instrumento natural para calcular volimenes son las integra-
les multiples del cdlculo en varias variables, pero para hallar al-
gunos bastan integrales de funciones de una variable.

Volumen de un sélido que se extiende desde x=a hasta x=>b,

conocida el 4rea A(x) de cada seccién plana: | V = [’ A(x)dx

Ej. Un sélido tiene base circular de radio 2. Cada seccién producida por un
) 1 plano perpendicular a un didmetro fijo es un tridngulo equilatero. Calcular el
volumen del sélido.

A(x) = drea tridngulo de base 2v/4—x2 =+/3(4—x%),V =2 fozA(x)dx = %

£(x)

N

-2

En particular, volumen de un sélido de revoluciéon engendrado
al girar en torno al eje x la regién comprendida entre la grafica de
f(f(x)>0)yelejexen [a,b].El drea de cada seccién [circulo
de radio f(x)]es

A(x) = zt[f(x)]>. Portanto,| V =x [7[f(x)]*dx

Ej. El volumen obtenido al girar la regién determinada por
g(x) =1 yeleje x enelintervalo [1,5], b>1 es

V= ﬂj’lb[)lfc]zdx =7[1— }]. Observemos que Vj, L

el volumen del sélido infinito es finito (impropia convergente).

Valor medio de una funcién en un intervalo; se define:| M= ;L [ b f(x)dx

O\
(si f>0,eslaaltura de un rectingulo de base b—a M N
y drea igual a la limitada por la graficade f) = T
|/\ 2n/0_ Ej. Hallar el valor medio de f(x) = Asenwx en el semiperiodo [0, Z]:
Tt/
| \/ M=2 Ow/”A sen Wxdx = %A (el valor medio en [0, %”] es 0)

Trabajo de una fuerza variable: un punto se mueve en el eje x sometido a una fuerza f(x)
funcién sélo de x. El trabajo realizado por f para mover el punto desde a hasta b es

T = [!f(x)dx
0O —»b

Ej. El trabajo preciso para estirar un muelle una longitud b desde su
. ., ey . b _ 1 2
posicién de equilibrio es [ cxdx = 5cb*. m

1
T

Sea una varilla de densidad lineal variable p(x) que ocupa desde a hasta b. Su masa m, su
centro de gravedad x* y su momento de inercia / respecto a 0 son:

m=[lpx)dx , x* = [Jxp(x)dx , I = [/ x*p(x)dx

Distancia recorrida en el intervalo de tiempo [a,b] por un mévil de velocidad v() :

D= [Pv(t)dt
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6. Introduccion al calculo en C

6.1. Funciones de variable compleja

No hay ningtin nimero real x tal que x*>+ 1 = 0 . Para que esa ecuacién tenga solucién es
necesario introducir el niimero imaginarioi: i> = —1 . Veamos algunas propiedades del conjunto
de los nimeros complejos C={z=a+ib:a,beR}.

En C estdn definidas las operaciones suma y producto:
(a+ib)+ (c+id) = (a+c)+i(b+d), (a+ib)-(c+id) = (ac —bd) +i(ad + bc)

Con estas dos operaciones C es un cuerpo: + y - son asociativas y conmutativas, existe la
distributiva, existen elementos neutros (z+0=2z y z-1 =z ) e inversos:

Vz=a+ib 3 —z=—a—ib talque z+(—z) =0
Vz#0 377! :ﬁ—iﬁ talque z-z ' =1

Se define diferencia y cociente de complejos como: z—w =z+(—w), £ =z- wl si w#£0.

[No se puede, a diferencia de R, definir un orden en C compatible con las operaciones anteriores].

Dado z=x+1y, el conjugado de z es Z=x—1iy;y el médulo de 7 es |z| = \/x2+)?.

Representando cada niimero complejo z=x+1iy como el pun-
to del plano de coordenadas (x,y), es facil ver que el complejo
suma z+w estd en el vértice opuesto al origen de un paralelo-
gramo dos de cuyos lados son los segmentos que unen z y w
con O = (0,0).El conjugado de z es la reflexion de z respec-
to de y = 0. El médulo es la distancia desde z al origen. La
distancia de z a w viene dada por |[z—w|. Z=x—iy

Z+wW
lz—wl

Algunas propiedades de demostracién inmediata son:

I=z,2tw=z+w, —z=-2,zw=zw,z ' =@) 7", 2P =22, |z-w| = |z] - |w]|

Mas dificil es probar (ver Spivak): |z+w| < |z] 4 |w| (el significado geométrico es claro).

Un z se puede describir con coordenadas polares: z=x+iy=r(cos6+isenb), donde r = |z]
y 0 es el dngulo que forma el segmento Oz con el eje x positivo. El 8 no es tnico: todos los
0 + 2k nos dan el mismo z. Cualquiera de ellos se llama argumento de z. El argumento
principalesel 8 con 0<60 <2x.El 0 se halla utilizando que tan 8 = %C y mirando el cuadrante
enqueestiel z.

Ej. Para z=—-2+42i es |z| = 2+/2 ; como tan@ = —1 y z estd en el tercer cuadrante, se

puede escribir z (con el argumento principal) en la forma z = 2v/2 [cos %” +1isen %’}

(6 conotro 0: z=2v2[cos T +isen LZ]).
Mis adelante veremos que si 6 es cualquier real: ¢'® = cos® +isen6 (complejo de médulo
1). Esto nos proporciona una forma més corta de expresar un complejo en polares:

z=re® , donde r=|z| y 6 esun argumento de z.
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Las formas polares son muy ttiles para efectuar productos y potencias: W

Siz=rel? , w= se'® entonces: Sy
z-w=rsel®+%) = rg[cos(0+a) +isen(0+a)], z
_ 1 Li(0— _r : & r
L= Ee‘( @) = “[cos(6—a) +isen(6—a)], 9

7" =r"e"® = y'(cosnB +isennf).

0+

[Las dos primeras son inmediatas y la de z" se prueba por induccién].

Todo z = rel® £ 0 tiene exactamente n raices n-simas distintas dadas por

Yz =1/re!? = /r(cos¢ +isend) con o=KL f—0 . n-1. @

[basta elevar a n y observar que si k =n,n+1,... serepiten —( AM‘
los dngulos de antes; vemos que las n raices estdn en los ’ Vr
vértices de un poligono regular].

Hagamos una serie de operaciones de repaso de la aritmética compleja:

Ej. Calcular i<f) . Basta hacer uso de las propiedades del médulo: || = i ‘E +141 % =5.
[Vamos ahora a hacerlo dando un rodeo calculando el complejo que esta dentro del médulo:
1[321?1] = [[321 +3][[2 i] 3— 87;6i+4i = —142i, cuyo médulo es, desde luego, v/5 |

Ej. Calcular w= (1 —1i )6 , directamente y en polares:
w = 146(—i)+15(—i)?4+20(—i)> +15(—=i)*+6(—i)° +(—i)® = 1—-6i—15+20i+15—6i—1 = 8i

. 6 . .
r=+v2,tanf =—1— 0 = IZ (6 del cuarto cuadrante) — (\@e‘h/“) = 8el217/2 — gei®/2 — g

Ej. Hallar las raices cibicas de z = 7“ .
Podemos hacer: z = Hijﬁiﬂ = 6281 — 34 4j = 5elacan(4/3) O bien, E
7+i:5\/§eiarctan(1/7) lfi:fe_i7n/4HZZSC”MCMH(IHH‘E/“] 9 —
V5
[las dos expresiones de z coinciden, pues arctanx + arctany = arctan ”y ] 0
Por tanto, /z = ﬁem’ donde ¢ = w ,k=0,1,2. Con calculadora:

0 = arctan% ~0.927 ; ¢ =~ 0.309, 2.403, 4.498 — 7~ 1.63+0.521, —1.2641.151, —0.36—1.671

Ej. Factorizar el polinomio real x* + 1 (lo habfamos necesitado para hallar una primitiva de 5.5).

Las raices del polinomio son las 4 raices de —1 = 1el* que son v/1e'? con ¢ = T 3” , %T” , %” .

Es decir, zj» = @ [1£i], z34= f [-1+i], complejos conjugados dos a dos, como debian
(a las mismas raices llegariamos buscando los z tales que z> = =i , pero seria mucho mds largo).
Asipues: x* + 1 = [(x—z1) (x—22)][(x—23) (x—24)] = [¥* — (21 + 22)x +2122][¥* — (23 + 24)x + 2324]

— x4+ 1= = V2x+ 1]+ V2x + 1]

Ej. Hallar las raices de la ecuacién z2 —iz—1—i =0 — z=3[i+3+4i].

[La férmula z = —[ b4 v/b2—4ac] sigue siendo vélida interpretando ++v/b%—4ac como
las dos raices del complejo (no tiene sentido decir ‘la raiz positiva’ de un complejo)].

Trabajemos en cartesianas: buscamos z=x-+iy tal que sea 7> =x>—y>+2xyi =3+4i . Debe ser
x>—y?>=3 y 2xy=4. Hay dos soluciones reales de este sistema: x=2,y=1y x=-2,y=—1.

[En polares se tendria v/5¢'¢, ¢ = w—kkn ,k=0,1, que deben coincidir con +(2+1)].
Las rafces buscadas son: z=1[i+(2+1)]=1+i y z=4[i—(2+i)]=-1.
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Ej. Representar en el plano complejo los z que cumplen [z —i| < 2.
Si z=x+iy,estoequivalea [x+i(y—1)] <2< 2+ (y—1)2<4. >
Los z buscados son los del circulo sin borde de centro (0,1) y radio 2
(claro, los z que distan del complejo i menos que 2). [

Ej. Expresar cos36 y sen36 en términos de cos 8 y sen 6 utilizando potencias de complejos.
c0s36 +isen30 = e3¢ =[e1®]’ =[cos @ +isen 8]} =cos30 —3cos B sen6 + i [3cos?@ sen 6 —sen>0)
= 0530 =4cos’0 —3cos® y sen30 =3senf —4sen’H

[sale usando sélo propiedades reales de senos y cosenos de sumas, pero es bastante mds largo]

Tratemos ya las funciones de variable compleja. Una f(z) de variable compleja serd una regla
que asigna a cada complejo z de un dominio un dnico complejo f(z) .
Como los reales son un tipo particular de nimeros complejos podriamos hablar también de
funciones reales de variable compleja, si f(z) es real para cada z, o de funciones complejas
de variable real (incluso las funciones reales de variable real vistas hasta ahora se pueden
mirar como un tipo particular de funciones complejas).

Ej. f(z)=2*, f(z)=%, f(z) = f(x+iy) = xy+ix son funciones complejas de variable compleja.
Una funcién compleja de variable real es, por ejemplo, f(x) =senx+ithx,si x€R.
Funciones (importantes) reales de variable compleja son:
f(z) =|z| (funcién ‘médulo’),
Arg(z) =6, con 6 argumento principal de z (funcién ‘argumento’),
Re(z) = Re(x+1iy) = x, Im(z) = Im(x+iy) =y (funciones ‘parte real’ y ‘parte imaginaria’).
Cualquier funcién f de valores complejos puede escribirse en la forma f =u+1v,donde u y

v (parte real y parte imaginaria de f) son funciones con valores reales (esto no siempre serd
util). Por ejemplo, asi podemos expresar:

fR)=2==y)+iw) . f&) =z=x—1y
Pintar funciones complejas es mucho mads dificil que las reales. Podriamos dibujar flechas entre

dos planos complejos, o bien escribir el valor de f(z) sobre cada z de un plano complejo. Las
dos cosas estan hechas abajo para f(z) =7>:

~ > ;1/2

[y Sp— et CE _-._EL""'.""'

Limite y continuidad se definen como en R sustituyendo valores absolutos por médulos:
Def. (¢,0€R; z,a,LeC)
limf(z) =L si Ve > 038 >0 tal que si z cumple 0 < [z—a| < d = |f(z)—L|<E€.

—a

fescontinuaen a si Ve>036>0 tal que si zcumple |z—a| <8 = |f(z)—f(a)|<e.

[Si un entorno es B(a,r) = {z€C:|z—a|<r}, que f es
continua en a significa que podemos encontrar un entorno

de a de radio 6 lo suficientemente pequefio de forma que su radio

imagen este contenida en un entorno de f(a) de cualquier radio &

radio €, por pequefio que sea €].
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Teorema:

fy g continuasen acC= f+g, f-gy f/g (si g(a)#0) son continuas en a.
Si f=u-+iv (u, v reales), entonces f continuaen a < u y v continuas en a.

Las demostraciones del £, - y / soniguales que las reales, ya que seguimos teniendo
la desigualdad triangular; para la otra: |f(z) — f(a)| = |[u(z) —u(a)] +i[v(z) —v(a)]|
es pequefio si y sélo silo son |u(z) —u(a)| y |v(z) —v(a)| .

Ej. Es fécil ver que f(z)=cte y f(z)=z son continuas en cualquier a (asi pues, también lo son
cualquier polinomio y cualquier cociente de polinomios donde el denominador no se anula).

Ej. Re(z)=x e Im(z) =y son continuas Va por el teorema anterior y porque f(z)=z loes.

[O directamente: si a = p+iq
|X—P|a‘y—q|< [x—p}2+[y—q]2:|z_a|<g si |Z_a|<6:8] q

Ej. f(z) =7 escontinua VacC: |2—a| = [z—a| = |z—a| <€ si [z—a| <5 =€

[o por el teorema y el ejemplo anterior: u(z) =x, v(z) = —y lo son]

[como se verd en los libros de cdlculo en varias variables, una funcién de dos variables que sea
composicion de funciones continuas serd continua; asi serd facil asegurar que lo es, por ejemplo,
f(x+1iy) = yarctan (xy) +ixcos (x+y)]

Hay funciones discontinuas muy sencillas como Arg(z) en cualquier a real
positivo. En cualquier entorno de a hay puntos z en que Arg(z) es casi 27
w - y por tanto |Arg(z) — Arg(a)| = | Arg(z) — 0| no se puede hacer tan pequefio

dsi 2 como queramos [en los demds a la funcion si es continua; si el argumento
principal lo hubiésemos escogido en (—m, 7] conseguiriamos que la funcién Arg(z) fuese continua en
el semieje real positivo, pero la discontinuidad se trasladaria al negativo].

Def. | f(z) es derivable en a€C si existe el lim flatd)=fla) _ f(a)

7 Z

[Definicion exactamente igual que la de R; también exactamente como alli se prueba
que ‘derivable = continua’ y los resultados para el calculo:

(fx8)=r%g.(f8) =Fs+/[s. (1/8) =—5/g*. (fog)(a) = f'(8(a)) &' (a)

Con esto sabemos derivar polinomios y funciones racionales (mds adelante también derivaremos senz,
cosz y €°, pero por ahora ni siquiera sabemos lo que son estas funciones complejas)].

Ej. Hay funciones muy sencillas no derivables como f(z) =7, pues A lim TGt ) R TN e
7z—0 < (x+iy)—0 xHy

x—iy
x+iy

cuando y =0 vale 1 y cuando x =0 vale —1; el limite no puede existir pues

el cociente toma valores 1 y —1 para z tan cercanos como queramos a 0.

[Sabiendo algo de derivadas parciales: se prueba en andlisis complejo que para que una
f=u+iv sea derivable es necesario que se cumpla: u, = v, , u, = —v, (ecuaciones de
Cauchy-Riemann). Para f(z) =x—iy no se satisfacen, pues u, = 1 # v, = —1. De hecho,
la mayoria de las funciones definidas en la forma f = u+iv serdn no derivables, pues es
mucha casualidad que u y v cualesquiera satisfagan dichas ecuaciones. Comprobemos
que sf se cumplen para una funcién derivable como f(z) =z (de derivada f'(z) = 2z):
Uy =2x=vy,uy,=—2y=—v,1.
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6.2. Series complejas de potencias

Comencemos con sucesiones {a, } C C de complejos, o sea, funciones de N en C:

{ay} — L siparatodo €>0 existe N natural tal que si n>N

Def.
entonces |a,—L| <€ []|-]| médulo]

Para cualquier entorno de L casi todos los puntos de {a,} estdn dentro:

Sea a, =b,+ic,,con b, y ¢, realesy L=p+igq.
Entonces {a,} =L < {b,} —py {c.} —q.

b —
Teorema: i p

=) VedN tal que sin>N = |a,—L| = |(b,—p) +i(c,—q)| <€ < (by—p)> + (ch—q)? < €
(by—p)? < €* = |b,—p| <€
(Crl_q)2 <gl= |Cn_CI| <E&

3N1,n >N = |bn*p| < %

Wan > Ny = |en—q| < & = |ap,—L| < |by—p|+|cn—q| < € sin > max{N;, N>}

<:)Vs{

Como en R, una serie de complejos Y a, se dice convergente si lo es su sucesion S, de sumas
parciales. Una consecuencia inmediata del teorema anterior es:

Teorema:

an, =b,+ic,: Y a, converge < Y. b, y Y c, convergeny es i ap = i b,+1 i Cn
n=1 n=1 n=1

Y a, es absolutamente convergente si lo hace la serie real Y’ |a,|, a la que se le pueden aplicar
los criterios de convergencia de series reales conocidos. Se tiene también que:

Teorema: ’ Y a, absolutamente convergente = Y a, convergente ‘

Si a, =b,+icy, |an|? = |bul* + |ca|* = |bul,|ca| < |an| . Por tanto:
Y |a,| convergente = Y |b,| y ¥ |cn| convergente = Y b, y ¥ ¢, convergentes

También se tienen aqui los criterios de cociente y de la raiz (iguales que los de R) y son reales

‘anJrl‘

las sucesiones
|an|

y {/|an| cuyo limite hay que calcular para aplicarlos.
Ej. a, = sen%+i(2—|— %)n diverge, pues b, = sen% — 0, pero ¢, =(2+ %)” — 00,

Ej. a,= (3 + %)n . ay| =27% = 0= a, — 0 [esto es intuitivamente claro y facil de formalizar]

Ej. (5 + %)n converge pues Y. |a,| =Y. (%)n es serie geométrica convergente
[como en R se ve que: Y a, convergente = a, — 0; otra prueba de que la dltima {a, } converge]

in
Ej. ) 1; no converge absolutamente (pues Z% es divergente), pero si converge:

AR SR S B B | 1 1,1 . 1,1
YLuy=i—g—3+ats—gt=—3(l-g+5—)+ill—5+5--)

puesto que son convergentes las dos ultimas series por Leibniz.

ooy () anet| _ [T n .
Bj. L5 diverge, pues Tt = S iy = 5V2 gy — 5v2> 1, obien,

porque /|a,| = igg — 5v/2 > 1 (que X |a,| diverja, en principio no prueba nada).
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Veamos las series de potencias complejas f(z) = i apy?' = ag+aiz+at + -+, ap,z€C.
n=0

Se dan resultados como los de R con demostraciones (que no hacemos) iguales que alli:

Teorema:

A cada serie de potencias estd asociado un niimero positivo R, llamado radio de
convergencia de la serie, que tiene las siguientes propiedades: si R =0, la serie s6lo
converge si z=0; si R= oo, la serie converge para todo z; si R es un nimero real
positivo, la serie converge para |z| <R y diverge para |z| >R.

Aqui el intervalo de convergencia se ha convertido en el circulo de
convergencia |z| <R. Sobre la circunferencia |z| =R no se puede
asegurar nada. Como en los reales habra series que convergen en toda
ella, otras en puntos aislados, otras en ninguno... El cdlculo del R se
podra hacer casi siempre utilizando el criterio del cociente o la raiz.

Estas series se pueden sumar, multiplicar, dividir,... igual que las reales y se tiene el mismo

diverge
converge

resultado sobre derivacion:

Teorema:

Sea f(z) = i a,7" para |z| <R = f esderivable para |z| <Ry f'(z) = inanz"_1
n=0

n=1

Y, p

or tanto, las funciones definidas por series de potencias vuelven a ser infinitamente derivables
(y también continuas, desde luego) dentro del circulo de convergencia. Un resultado importante
y sorprendente, que desde luego no es cierto en los reales, y que se prueba con técnicas mas

avanzadas de cédlculo complejo es:

Teorema: Una funcién f(z) derivable en una regién A del plano
es infinitamente derivable en A . Ademds, en todo circulo conteni-
doen A lafuncién f(z) coincide con su serie de Taylor.

D

&

Definimos tres nuevas funciones complejas, que hasta ahora no tenfan sentido:

Def.

© _n o 2n+1 oo 2n
eZ:;) s, senz =Y (—1)"% , cosz=Y (—1)”@, vVzeC

n=0 n=0

El R de las tres series es oo . Tienen propiedades (faciles de probar) esperadas como:
(senz)’ =cosz, (cosz)’ = —senz, sen(—z) = —senz, cos(—z) =cosz,
(e8) =e*, e ?=1/e", et =¢%e", ...
Ademds de otras nuevas como:
: . 2 .3 4 25 2 . 3 .
ei=1+iz—5-5+5+5—=01-5+-)+i(z—5§+---) =cosz+isenz

1

e " =cosz—isenz, senz= x[e —e ], cosz = 1[e" + 1]

[Si z =y real deducimos la prometida relacién que abreviaba la forma polar: e = cosy +iseny].

No es necesario sumar series para calcular exponenciales: e*™ = e*e”” = e*(cosy+iseny).

Las

[Ni senos: sen (7w +1i) = L[l — 71T = _ile~lel™ —ele=#] = Le=! —e!] (=seni) .
funciones complejas senz y cosz no son acotadas. En el eje imaginario, por ejemplo:

sen (iy) = %[e‘y —e¥] =ishy, cos(iy) = %[e‘y—i-ey] =chy

[resultado cldsico es que las tinicas funciones acotadas y analiticas en todo C son las constantes].
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Lo visto para series complejas permite explicar situaciones sorprendentes de las funciones
reales. (Por qué si tanto e* como #7 son C”(R), la serie de la primera converge Vx mientras
que la de la otra sélo lo hace si |x| <1? Pues porque la serie 1 —z2+z*—--- de ﬁlzz ha
de definir una funcién continua y en z = +i esta no lo es [esto sucede para todo cociente de
polinomios complejos (reales, en particular): el radio R de su serie es la distancia al cero mds
proximo del denominador (en |z| <R es derivable y, por tanto, analitica)]. También entendemos
el extrafio comportamiento de la f(x)=e~'/%, £(0)=0 que tiene infinitas derivadas pero s6lo
coincide con su serie de Taylor en x = 0: como f(iy) = el ek la funcién compleja no es
y—

siquiera continuaen z =0.

[an] N

Converge en el circulo |z] < 1 y diverge en |z] > 1. ;Qué pasaen [z]=1?
No converge absolutamente en esa circunferencia, pero podria converger
en algunos z de ella. Por ejemplo:

Ej. Estudiemos donde converge: ¥ \Z/—nﬁ JC7ES1 R/7RE RN -3

CO: DIV

siz=—1,laserie) % converge por Leibniz;siz=1,}, ﬁ diverge;

[ 1"

Q%l +i} 5T Y convergen ambas (Leibniz).

. . n
si z =1, converge, pues Y, ﬁ =Y

Ej. Desarrollemos en serie f(z) 1

244
Que Y 7" converge < |z| < 1y que su suma es l%z se prueba como en R. Asi pues:
n=0
1 1 & (= 2 . . .
fz) =3 T n;) 2 » | 75| <14 [z <2 (distancia de los ceros al origen).

[la serie no converge en ningiin punto de la circunferencia |z| = 2 pues para cualquier z con ese
modulo queda una serie cuyo término general no tiende a 0 pues tiene médulo constante % 1.

Podemos desarrollarla también (dando rodeos) de otras formas.
Descomponiendo en fracciones simples complejas:

—g)n
)

( | 27 o (=1
(2i)" ] §Zb 22ni2n Z 41
o

1171 1717 1 1 11 v .2
244 ﬂ[zfﬁ o m} - §[1—z/2i + 1+z/21] -3 n;) [<2Zi)n + =

Dividiendo (las manipulaciones con series complejas, como dijimos, como las de las reales):

[4+2a0+a1z+ @+ ]=1—dag=1,a0=14; 4a; =0,a, =0; 4ar +ap=0,ap=— % ;..
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PROBLEMAS ADICIONALES

Naturales, enteros, racionales y reales

1. Demostrar por induccién sobre n:

a) que la suma de los n primeros niimeros impares es n” ;
. R T T Ry S Ul
b) las férmulas: 1)1;)rk_ — 11)k:Zlk =—7;

r

; . 1, 1 1
¢) las desigualdades: /n < 1+ 7 RS NG <2yn.

2. Hallar el med y el mem de: a) 1995 y 9009, b) 12345y 67890, ¢) 135,315y 351.

7

3. Simplificar: ) (V2—1)", b 3+v2)' G3-v2)", o (vV2-1)".

4. Calcular (g) + ('1’) +e b (nfl) + (Z) para n =2,3,4,5y 6 y deducir de la férmula del binomio el
valor de la suma para cualquier 7. ¢Cudnto vale (i) — (1) + (5) =+ (=1)"(}) ?

5. (Cuénto vale Y"1 ? ¢Cuénto vale ¥ (ax —ag_1) . n>m? (Es ):(ak)(i) =
k=1 k=1 k=1

-
OE
~ =
I
Z
~

k=1

=~
Il

6. Probar que V3 y /2 son irracionales.

7. Probar que si a,b,c,d >0y § < 4 entonces § < Zig < 7 . Encontrar un racional y un irracional que
sean mayores que 11/17 y menores que 9/13 .

8. En dos partidos de baloncesto sucesivos un jugador ha obtenido un porcentaje de acierto en tiro de
tres puntos superior al de otro jugador. ;Implica esto que en el conjunto de los dos partidos es mas
alto el porcentaje del primer jugador?

9. Demostrar que la media geométrica de dos niimeros positivos x e y es menor o igual que la aritmética,
es decir, que \/xy < (x+y)/2,six,y > 0. ;Cudndo coinciden?

). min(x,y) = 3(x+y—|y—=x]).

10. Probar que: max(x,y) = 1 (x+y+ [y —x

11. Determinar si cada afirmacioén es cierta o falsa:
Ax<y=x"'>y libr<y=x<y; 0)0<x<y=3x> <x*+xy+y> < 3y*;
dx—5]<2=0<x<8;e)x<5=x|<5; D |x[<5=x<5; g)Ixcon |x+1| <x;
h) 3x con [x—1| = [2—x| ; i) Ixcon [x—1| = —|2—x] ; P? =1 < x> —1| <2+ 1Vx.

12. La uni6n de intervalos |J (5, 5-— ), ;tiene supremo e infimo? ;es abierto o cerrado?
N 2n) 2n—1/° 6 6
n

13. Probar que si A y B son conjuntos abiertos entonces AUB y AN B son también abiertos. Mas en
general, ;es abierto el conjunto unién de una sucesion infinita de conjuntos abiertos?, ;lo es su inter-
seccién? Deducir propiedades andlogas para conjuntos cerrados.
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Funciones, sucesiones, limites y continuidad en R

1. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (—1,4) y (2,—5). Hallar y dibujar la funcién inversa
y = f~!(x) dela funcién y = f(x) definida por la recta anterior. Escribir las funciones compuestas

el Py [F1Per?
2. Encontrar el dominio de las siguientes funciones:
f(x) =V1=x2+Vx2—1; g(x) = /senx+cosx; h(x) = k(x) = vI—x+log(1+x)
3. Sean C(x) = x*; R(x) = /x; L(x) = 1—x. Precisar en qué intervalos es f = RoCoL inyectiva,
hallando la f~! en cada intervalo. Expresar la funcién g(x) = /1 —+/1—x> como composicién de
C, R y L y precisar su dominio.

4.5i f y g soncrecientes, (loes f+g?;Y f-g?7(Y fog?

5. a) Expresar sen3 y cos3 en funcion de cosx.b) Expresar senx y cosx en funcion de tan3 .

X __ _senx
¢) Probar que tan3 = 55~ .

6. Hallar (sin calculadora) los siguientes valores (en el caso de que existan):

cos(—l%”) sen § sen?Z  tan3Z arctan(tan>F) arcsen(arccos0) ch(log3)

[cos%”]l/4 125%/3  glog4-logS 190,64 log(log(log2)) cos(arctan17) [sh(—1)]*

7. a) Expresar sen3x y cos3x en funcién de senx y cosx.b) Si seno = —% y o estd en el tercer
cuadrante, hallar cos3a y precisar en qué cuadrante estd 3o .

8. Comprobar que:

ch?x —sh’x=1; = 1 —th%x; sh(x+y) = shxchy+chxshy; ch(x+y) =chxchy+shxshy.

1
ch2x
9. (Qué forma tienen las sucesiones convergentes cuyos términos son todos enteros?

. 2 oyt .
10. ;Tienen a, = sen™;% — % , by =202"y ¢, = cosn+n alguna subsucesién convergente?

11. Demostrar que {a,} —a>0= {\/a,} — a,yque {a,} — o= {/a,} — .

12. Sea a, < b, < ¢, . Probar que:

Va,—L,c, - L=>b,—L; i) b, — 0=, — o0, lil) b, — —c0 = qa, — —co .

13.Sean: ¢, —0,b, — 1,i, — oo, d, — —o0 y a, acotada. ;Qué se puede afirmar sobre la convergencia

de: {in+dn}t. {cat+an}, {cnin}. {inan}, {bnan}, {2}, {%'} {ZT’;} {icn}, {bin}?

14. Demostrar que si {a, } es acotada y sus tinicos puntos de acumulacién son 107 y 1077, y la sucesién
{b,} diverge hacia +oo, entonces la sucesién {a,b,} es divergente hacia +oo.

. - . H(2n+1 P 12422+ +n?
15. Probar por induccién que Y #* = w y hallar el limite de ¥ .
k=1 w
16. Hallar una sucesién cuyos 5 primeros términos sean —1, % f%, 27—4, 71970 y precisar si converge.

17. Hallar el limite de a!/" para todo a > 0, sin hacer uso de teoremas no demostrados.

18. Sean f(x) = )ﬁa—m y L= lim f(x). Hallar un M tal que |f(x)—L| <O0.l si x> M.
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19. Utilizando tnicamente las definiciones probar que: a) lim (4x+100cosx) = oo, b) lim ¥ =9,yque
es falso: ¢) h'rr% 3x=5,d) Iim senx = 0.

20. Probar que f(x) =x?senl, f(0)=0 y g(x) = \/[x| — 5x son continuas en 0 utilizando la defini-
cién €-0 . En particular, determinar un 6 para e=1y € =0.01.

21. Describir todas las funciones f que cumplen las siguientes condiciones:
AVedd >0:|x—a|<d=|f(x)— fla)| < e;
b)Ve>0V0 >0:|x—a|<d=|f(x)—f(a)|<e

22. Sean f(x) =[] (parte entera), x > 05 g(x) =cosy; h(x) =255 k(x) = { L2:4x‘sisix><33 :

Determinar los puntos a para los que dichas funciones tienen limite en a; son continuas en a;
poseen limites laterales en a. Ver si tienen limite cuando x tiende a oo.

23. Determinar (si existen) los limites siguientes:

o esenllmr g |x| 3+42x 3 _ 6x—sen2x
a)lim —— —; b)lim—; c¢)lim ——|; d)lim ———;
x—0 1 —log(x+ cosx) x—0 Tx =0 | x+5x2  x x—0 2x+ 3 sen4x

t
e) lim {\/sz —/2x2 —6x} ;D lim th(chx—cosx); g) lim arctanx :
X—00 X—00 X—o0 X
h) lim | -2 3 1. htime /M1 iim sh(logx) : k) lim © )
i |~ | 0 tim e Pt shtogx) 10 i T

24. Hallar (si existe) el limite de las siguientes sucesiones:

_ 3
a)an:§Z+@; b) by = 5- V1203 +6n—2—+/3n=5; ¢)c,=n>—/n!;

ddy=[55)" e =[52" D= +n+7" 0 g =4

n242 n

25. Supdngase que f es continua en [a,b] y que f(x) es siempre racional. ;Qué puede decirse acerca de

f?
26. Probar que x°> = 2* tiene una solucién i) menor que 2, ii) mayor que 2 .
27.Sea f(x) =log|x—1|—cosx. ;Existe ¢ € (0,2) con f(c) =07 ;Alcanza su valor minimo en [0,4] ?
28. Supéngase f continua en [a,b] y sea ¢ un nimero cualquiera. Demostrar que existe un punto de
la grifica de f en [a,b] para el que la distancia a (c,0) se hace minima. (Es cierto lo anterior si

sustituimos [a,b] por (a,b)? ;Y si sustituimos [a,b] por R?

29. Demostrar que f(x) = 7x—35 es uniformemente continua en R y que g(x) = x> no lo es.
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Derivadas en R
1. Hallar las derivadas de las funciones inversas (sh)~!, (ch)~!y (th)~'.

2. Demostrar que la derivada de una funcién par es impar y viceversa. ;Es periddica la derivada de una
funcién periddica?

3. Un astronauta viaja de izquierda a derecha sobre la curva y = x> . Al desconectar el cohete viajard a
lo largo de la tangente a la curva en el punto en que se encuentre. ;En qué punto debe desconectar
para alcanzar i) (4,9) , ii) (4,-9) ?

4. Hallar los valores a tales que la recta tangente a la grafica de f(x) = (x> —3)e™ en x = a pase por

el punto (1,0).

5. Probar que la tangente a la graficade f(x) = % corta a la grafica de f s6lo en el propio punto (a, %) .

6. Hallar la ecuacién de la elipse con sus ejes paralelos a los coordenados y centrada en el origen que
tiene por tangente la recta 5y +4x =25 en un punto de abscisa x =4.

7. (Bajo qué dngulos se cortan las curvas y = senx, y = cosx ?
8. Probar que f(x) = x> —xsenx —cosx tiene exactamente dos ceros.

9. Dibujar la grafica de f(x) = |4x — 3| — x? . Determinar los valores maximo y minimo que alcanza la
funcién f en el intervalo [—3,3]. (Existe algin x € (0,2/3) parael que f(x)=07?

10. Probar que: f” acotada en un intervalo / = f uniformemente continua en I .
—1 . .
Probar que f(x) = (1+x?)" es uniformemente continua en todo R.

11. Sean P(x) = x> 4 3x* —7x* —21x* + 10x +30 y Q(x) = x> —3x?> — 5x+ 15. Hallar el med(P,Q).
Hallar las raices de P y de Q. Realizar el producto P-Q y la divisién P/Q.

12. Ver que P(x) = 2x° +3x* +4x3 + 6x> 4+ 2x+ 3 tiene raices miltiples y hallar todas sus raices.
13. Hallar todas las soluciones de: x* +2x? +8x+5=0, x*+1=0, 3x* = 7x> = 7x+3=0.

14. Precisar cudntas raices de los siguientes polinomios hay en los intervalos que se indican:
a) P(x) =3x3—x>+x—1 en (—,0) yen (1,00) b) P(x) = x*+x*+x>+x en (—,0) yen (0,1)
¢) P(x) =x*+8x—1en(-3,-2)yen (0,1) d)P(x)=2x"+8x>+5x—6 en (—o0,0) y en (0,0)

15. Probar que el polinomio P(x) = x> +x+ 9 tiene una tnica raiz real. Encontrar, utilizando el teorema
de Bolzano, un intervalo de longitud 1/4 en el que se encuentre dicha raiz. Precisar el valor de la raiz
utilizando el método de Newton.

16. Sean los polinomios ctibicos: i) x> +x — 17 , ii) 2x3 — 7x*> + 1, iii) 16x> — 12x> + 1. Dibujar sus
graficas. Hallar sus raices reales a partir de las férmulas de los apuntes. Hallar aproximadamente
dichas raices utilizando el método de Newton.

17. Hallar aproximadamente todas las soluciones reales de las siguientes ecuaciones:
A3 —2x2—6x+4=0; b)x*+4x2—1=0; )X +x+1=0;

d) xsenx+cosx=x>; e)xthx=1; floglx|=x—1.
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18. Hallar aproximadamente los cortes con y = 0, los extremos y los puntos de inflexién de
P(x) = 9x* 4+ 8x3 +28x% +24x+3, Q(x) = 2x° — 158 +20x> +5x +3 y f(x) =" —x>.

19. Aplicar el método de Newton partiendo de xo = 1 a las funciones f(x) =x* y g(x) = V/x.

x/3

20. Ver que f(x) =e*/? es contractivaen [0,2] y aproximar el tinico cero de x=e*/? en dicho intervalo.

21. Precisar cudntos ceros reales tiene el polinomio P(x) cuya derivada es P'(x) = 3x*> +2x—8 y tal
que la recta tangente a la gréifica de P(x) en el punto de abscisa x =0 pasa por (1,—1) .

22, Dibujar las graficas de las funciones:
2_
a)3x* —4x*; b) x2)f|—1 ; ©) % ;o d) % —1 eVa—a2; £33 +ox;
g)3sen(x—2); h)%—secx; i)l+]|tanx|; j)cos?2x—|cosx|; k) X ;

2 2
1) arcsen i;ﬁz : me P ne; f) sen(tanx) ; o) log(x> —x) .

23. Dibujar las curvas:
)X+ +2x—4y=0; b —xy+)y?=3; )4’ -y —8x=12; )Py’ =x"—1.

24. Una farola, que tiene su luz a 3 m de su base, ilumina a un peatén de 1.75m que se aleja a una
velocidad constante de 1 m/s . ;A qué velocidad se mueve el extremo de su sombra? ;A qué velocidad
crece dicha sombra?

25. Un globo se eleva verticalmente desde el suelo a 100 m de un observador, a una velocidad de 2 m/s .
(A que ritmo crece el dngulo de elevacién de la linea de visién del observador cuando el globo estd a
una altura de 1) 10 m , ii) 100 m ?

26. Un tren parte de una estacion en linea recta hacia el norte a 100km/h. 12 minutos después parte
otro hacia el este a 50km/h. ;A qué ritmo cambia la distancia entre los trenes 1 hora después de la

partida del segundo?

27. Hallar el valor minimo de la suma de los arcos tangentes de dos reales > 0 cuya suma sea 1.

28. Hallar los puntos de la grifica de f(x) = 1/6+3 — % situados a mayor y menor distancia del (4,0).

29. a) Precisar el niimero de raices reales de P(x) = 3x* —3x+ 1. b) Determinar si el punto de la curva

y = x> més cercano al punto (0, 1) estd a la derecha o a la izquierda de x =1/2.

30. Hallar la forma del cono de mayor volumen entre aquellos de superficie fija (base incluida).
31. Un lanzador de peso es capaz de lanzar desde una altura de 1.5 m sobre el suelo con una velocidad
de 12m/s . Hallar el 4ngulo con el que debe hacerlo para llegar 1o mds lejos posible. ;Qué longitud

puede alcanzar (tomar g=10m/s?)?

32. Determinar los puntos de la parte de la grafica de g(x) = 1 — (x—2)* contenida en x,y > 0, para
los que la recta tangente en ellos corta el eje y en el punto i) mds alto, ii) mds bajo.
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Series, Taylor y limites indeterminados

1. Determinar si las siguientes series son convergentes o divergentes:

2By \{‘T b) X’ (5)" ) X(=1)re= 1/ d)Z%
e)Z(_—3)n Hy 32nn+11 9 Y(=1)" % h) Y 3ncos2
DY Se*%l k) Y (—1)"tan 2 1) Yarcsen !
2. Estudiar la convergencia de la serie Y a, , siendo a,41 = —% (14_%)"/2 apy aj=1.

—5n

2
3. Precisar para qué ¢ € R convergen las series: a) Y(vn¢ +1—+/n¢); b) ¥ € 3

=

4. Hallar 1a suma de la serie Z n% , CON error menor que 1073,

5. Precisar los x para los que converge i (—1)"x" y hallar su suma. Para i) x =

n=1

1 1
7. 1) x=—7,

Jcuéntos términos hay que sumar para aproximar el valor exacto con error menor que 1073 ?

6. Probar que Z o5 +5,, converge y que su suma estd entre 0.213 y 0.215.

n=1

[Usar los tres primeros términos y acotar el resto mediante una serie geométrica].

7. Una pelota cae desde una altura inicial de 1 m sobre una superficie horizontal. Si en cada rebote
alcanza un 80 % de la altura anterior, ;qué distancia recorre hasta pararse?

8. Una persona y su perro caminan a una velocidad de 1 m/s hacia su casa. A 100 m de la puerta el perro
comienza a correr yendo y viniendo de la persona a la puerta a 4 m/s, hasta que la persona entra en
casa. ;/Qué distancia recorre el perro desde que empieza a correr?

9. Estudiar en qué subconjuntos de R convergen uniformemente las siguientes f,,(x) :

X . . 1/n . sennx |
a ; b) cos"x ; c)x/"; d ;
)= b ) )

10. Estudiar para qué x convergen, y si lo hacen uniformemente en el intervalo que se indica:

a) Y2 en[0,1]; b) Ye ™ sennx en [1,00) ; C)Zﬁe‘l[_hl]? X

2
e) nx2e "™

);H en[0,1].

11. Sumar la serie ﬁ + [x+1]f2x+l] + [2x+1ﬁ3x+1] + -+ (Converge uniformemente en [0,00) ?

12. Escribir el polinomio P(x) = x> —2x?> —x+35 ordenado en potencias de (x—2).

13. Calcular P, el polinomio de Taylor de grado 3 en x =0 de f(x) = tanx. Determinar si P3(1) es
mayor o menor que tanl sin utilizar calculadora.

T _ 1 1
14. Probar que 7 = arctan 5 + arctan 5 .

Usando el desarrollo de arctanx, calcular el valor de 7 con error menor que 1073,

15. Calcular el valor de ¥/1.2 con error menor que 0.01. Hallar el valor de /1 /2 a partir de un
polinomio de Taylor de orden 3 y dar una cota del error cometido.

16. Escribir la serie de Taylor de f(x) = 1 5 log }+; , hallar su radio de convergencia y precisar donde la
serie coincide con f. Aproximar con el polinomio de Taylor de f de orden 3 el valor de log2 dando

una cota del error cometido.
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17. Sea P3(x) el polinomio de Tayor de orden 3 en x=e de f(x) =xlogx.;Se comete un error menor
que 1073 si se aproxima f(3) =1og27 con el valor de P5(3)?

18. Hallar el desarrollo de Taylor hasta x° de la funcién f(x) = [36+x3]_1/ ® . Hallar un racional que
aproxime con error menor que 1072 : i) £(2), i) f(—1).

19. Utilizando polinomios de Taylor determinar con un error menor que 103 el valor de:

a)sen3, bye 2, c)logg, d)sh(-1), e)ch%

20. Desarrollar en x = 0, hallando su término general y su radio de convergencia, e indicando dénde
coinciden funcién y serie:

a)2xe 2 b)37: ¢)—log(l—2x); d) ==L &) (1+x)2.

x2—x-2"
21. Hallar los 4 primeros términos no nulos del desarrollo en serie de Taylor en x = 0 de:

a)e *cosx; b) [arctanx]?; c) (103;)3 ;o d) Cl‘jfif ; e)log (x—i—\/l +x2) )

22, Hallar la suma de las siguientes series:

y v In

—dn . ntl1)? o (=" . -
a) Y el b)Zlnn(H%w C)E)ﬂ"((Zn)Jrl)’ d)zﬁ:&

n=2

23. Hallar los polinomios Q; , Q> y Q3 de interpolacién de cosx en los puntos x siguientes:
a0yrn/3; b)0,n/3yn/2; ¢)0,n/6,n/3ym/2.

Utilizar Q1 y Q> para aproximar el x tal que cosx =x.

24. Hallar el A4 de la férmula de interpolacién de Newton para puntos equidistantes. Hallar el Q4 que
interpola sen®(7x) en 0, 1/4, 1/2, 3/4 y 1. Aproximar con él sen?(77/12).

xcosx—P(x)

E=p tiendaa 0 cuando x tiendea 1.

25. Hallar un polinomio cibico P(x) tal que

26. Sea f € C*. Probar que: f'(a) = W +o(h) y f"(a)= f<“+h)+f(h“2_h>_2f(”> +o(h).

Si f(x) =4*, aprovechar lo anterior para aproximar f'(0) y f”(0) tomando & =1/2.

27. Calcular los siguientes limites indeterminados cuando x tiende al a indicado:

a—0: 4+ 1 fte*—x2-2  log[cos2x]  chx—cosx .
T x2 sen?x’ senZx—x2 °  log[cos3x] ° x2 ’

a=0": [%(ler)l/X]l/x; a=1" : logxlog(l —x);

. l—xarctan(l/x) 1logx 4 112
a=eo o) [cos ] , Xx'|cos—e } .
28. Hallar el limite cuando x tiende a 0, o, — 17 de:
. log(1+2x%) —log(14+x%) .. 1 . .y _x—senx , . . arctanx—shx
) arctanx? » i) xfeosy —1]; i) xarctanx? ’ ) x(chx—cosx) -

29. Hallar el limite cuando x — O para el Unico valor de a para el es finito:

cosx —e? . ...osenx a

i) —— — =
)

i) —— )
senx+log(1 —x) x2
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30. Precisar para qué valores de b tiene limite x ?[v/1+9x* — 1] si i) x — 0", ii) x — oo.

.. ceni? —i2 . .
31. Hallar el limite cuando x — 0 de *:5=-y t‘j{% para todos los n enteros en que exista.

32. Definiendo f(0) para que sean continuas, estudiar si existen f/(0) y f”(0) :

log(1+[x])

K ;  d) arctan(logx?).

a)xarctan% ; b) m% ;0 ©)

33. Dibujar las gréficas de las siguientes funciones:
a) xlogx? —x? ; b) 6log |)c|~&—xi2+)%3 ; c)xarctan% ; dye 1/,

exle™™;  Hade®r;  gthl;  hxl/y i)x’senl, aeR.

34. Sea f(x) = senx—xcosx. Dibujar su gréfica.
Precisar para qué m existe el limite de x™™ f(x) sii) x — 0,ii) x — oo.

35. Sea f(x) = %/ =4/ f(0) = 0. Determinar los puntos en que f es continua y derivable. Hallar
maximos, minimos y puntos de inflexién. Hallar sus asintotas. Dibujar su grafica. Utilizando P i,
polinomio de Taylor de grado 1 en x = 1, dar un valor aproximado de f(1.1). Determinar sin

calculadora si el valor aproximado es mayor o menor que el exacto.

36. i) Dada g(x) = senz(%) , evaluarla en x = % ,n € N,y esbozar su gréfica usando estos datos.

(Converge la sucesién {g(%)} ? (Posee alguna subsucesion convergente?

i) Sea f(x) =xsen?(Z)six#0, f(0) =0. Justificar si es f continua y derivable en x =0 . Determinar
el limite de f cuando x — oo . Hallar los minimos de f en x > 0. Estudiar concavidad y convexidad.
Dibujar la gréifica de f . Probar que el méximo absoluto de f en todo R se alcanza en un x € [2,3].

37. Calcular el limite de las siguientes sucesiones:

a)a, =n"'log,n+n?27"; b)bn:"églsen#; c)cn:n3(1—cos%)log(l+%)

(utilizar técnicas de célculo de limites de funciones y justificar los pasos).

38. Usando el teorema del valor medio encontrar el limite de la sucesién a, = n'/3 — (n+ 1H)1/3,
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Integracion en R

1. Utilizando exclusivamente la definicion de integral calcular fol xdx e [ ]2 x~2dx.

2. Sea f acotada en [a,b] . Determinar si las siguientes implicaciones son verdaderas o falsas:
f € C'[a,b] = f integrable en [a,b]; f integrable en [a,b] = f alcanza su mdximo en [a,b];
f decreciente en [a,b] = f integrable en [a,b]; f integrable en [a,b] = [, ab A=/ f f] 2,

3. Aproximar e con la definicién logx = [} % y las desigualdades 121/20 < 1 <¢=19/20 "y > 1

4. Sea f definida por: f(x) =—1six€ (0,1); f(x) =3—-2xsix€ (1,2); f(0)=f(1)=f(2)=0.
Hallar F(x) = [y f(t)dt y ®(x) = [y F(r)dt paralos x € [0,2] que exista.
Determinar dénde @ tiene primera y segunda derivadas, calculando @' y @ .

5.Si F(x) =x g dr , hallar F”(5).

6. Derivar las siguientes funciones:

a) F(x) = jlxg sen’tdt; b) G(x) = [{xsenr’dt; c)H(x) = sen([)sen([3sen’tdt)dy) .

7. Determinar en qué x del intervalo que se indica alcanzan su mdximo y su minimo las funciones:

D F()= [Y 34 en[-12; )G = [T 14 enR;
o) H(x)= [ ~1e*dr en [0,2];  d)K(x) = [;sen’tdt en [0,47].

8.Siendo f(x) =[5 V1+3t*dr y g(x) =e*, hallar (fog)'(0) y (gof)'(0).
9. Calcular (f~1)(0) si f(x fn‘ [1+sen(sent)]dr .

10. Calcular las siguientes primitivas:

X
)fx3+x > b) [x3e *dx ¢) [ x arctanx dx d) fﬁ_—igx e) :lll_);
—d . . 2d
[ 3C—?-SC)(C)Szxx g) [cos’xsen’xdx  h) [x*(logx)?dx i) [cos(logx)dx [ \Zﬁ
k) [cos*(mx)dx 1) [e*cos(e)dx  m) [senSxdx  n) [e'log(e*+1)dx i) [ %C_ex
“2Vx ___dx ot xdx
0) f ﬁe dx p) f 3/2 Q f i1/t 1 f o2 d S) f N —

11. Expresar I,(x) = [ B zi o en funcién de I, (x) . Calcular [2 12 y [ ] 2+2 5P
X X

12. Expresar I, = fon/ 2 sen"xdx en funcién de [, . Calcular b, , Iry41 .
13. Calcular: fon senmxsennxdx , foﬂ cosmxcosnxdx , f()” senmxcosnxdx, m,n € N .
14. Explicar por qué el cambio de variable resultados falsos si:

a)f_lldx,t:xz/3; b)f_llﬁ,t:%.

15. Sea f continua en R y sea f una primitiva de f ;Si f es impar, es necesariamente f par? ;Si f es
par, es necesariamente f impar? ;Si f es periddica es necesariamente f periddica?
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16. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias. Hallar su valor si se puede:

07 6§ o T o1l @ IS o [

ﬂfo 2ex 1 g) fl *+ 3.dx  h) fO xsen? %)d )f senxdx i) fl \/(;%dx
1 log(1+4x) 00 y-2eC0sX oo sen x \fdx

k) Jo =z dx D [ P23 dx m) [y A d n) fO i

17. Sea f(x) = %+4arctanx. Dibujar su gréfica y probar que @+ 1 < flzf <2rm.

Determinar si converge la integral impropia [ f . Hallar )}Lr?c % if

18. Aproximar log2 = f; 2 dx yilizando las férmulas de los trapecios (n=2,n=4) y Simpson (n=2,n=4;

X
osea,m=1,m=2).
19. Aproximar fol e dx, fol Vxt+ldxe [ 12 cxldx utilizando Taylor y Simpson.

20. Probar las acotaciones:
i)OSfO”/Zsen(senx)d <Z.ii 21 < fO jﬂ <l 7 - 1ii)% <f1/2,/ 1+x x < %

21. Sea f(x) = cos+/|x| . Estudiar si es derivable en x = 0 . Hallar, si existen, los valores maximo y
minimo de f en el intervalo [—4,1] . Calcular [, f. Probar que 5 < fo f< %

22. Estudiar para qué valores enteros de n se verifica que 3 < fO T I dx < 4.

23. Hallar el valor de I = fol ﬁ dx y un racional que aproxime I con error menor que 1072,

2
24. Sea f(x) = xﬁii . Hallar una primitiva de f . Probar que 5 L < fo <3,

—senx

25. Sea f(x) = [} 'sent>dt . Hallar lim : . Utilizar el polinomio de Taylor de orden 3 de f en el

origen para hallar un valor aproximado de f (%) . {Es menor que 10~ el error cometido?

26. Sea f(x) = e q) Aproximar fol f usando el desarrollo de Taylor hasta x* de f.
b) Sea H(x) = f;‘“ f» x€]0,2]. Precisar en qué x alcanza sus valores médximo y minimo.

¢) Calcular el limite de 1 [ f(¢)dt , i) cuando x — 0, ii) cuando x — co.

27. Precisar dénde f(x) = 1[y/T+3x—1], f(0) = 1, es derivable. Hallar imf .
Probar que f?z /3 f=6— %logS - g\/§ y aproximar la integral por Simpson con i = % .
Determinar si converge [;° f. Si F(x) = [° f, hallar F'(3).

28. Hallar el 4rea de la regién acotada entre el eje x y la gréifica de f(x) = [x> — 1| -2

29. Hallar el drea de la regi6n encerrada entre la grafica de g(x)=|3—4x2| y su recta tangente en x=2.

2 2
30. Calcular el 4rea de la region interior a la elipse Z—z + Z—2 =1.

31. Hallar el drea de la region encerrada entre la curva y = x> y la recta tangente a la curva en el punto
de abscisa x=a>0.
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32. Hallar el 4rea de la regién acotada comprendida entre y = 0, la curva x> +y? = 4 y la tangente a la
curvaen (1,—/3).

33. Hallar el valor minimo, si existe, de S(m) = [y [x* — mx|dx .

34. Determinar si es mayor o menor el drea encerrada por la grafica de las funciones i) f(x) = e /2,
ii) g(x) =e

* y el eje de las x en el intervalo [0,1] o en el intervalo [1,00).

35. Probar que el drea de la region encerrada entre las graficas y =3x e y = e es menor que 3.

36. Describir las graficas de las siguientes funciones escritas en coordenadas polares:

a)r=asenf, b)r=asecH, c)r=cos20, d)r=|cos2f|.

37. Hallar el drea de la regién acotada por el eje x y la gréfica de la funcién h(x) =1—|x—1]|, integrando
en coordenadas i) cartesianas, ii) polares.

38. Hallar el 4rea de la region encerrada entre la cardioide r=1+cos 6 y la circunferencia r=cos 9 .
39. Hallar el drea comprendida entre las espirales r =2e % y r=e~9 sii) 6 € [0,27] ,ii) 6 > 0.
40. Hallar la longitud de las curvas: i) y=logx,x € [l,e] ; ii) y=x*3,x€[0,1].

41. El perimetro de una elipse de eje mayor 2a y de excentricidad k ( K=1- Z—; ) viene dado por

L=4a fon/ >V/1—kZsen26 d6 . Evaluar L integrando término a término el desarrollo de la raiz en
potencias de k’sen’@ . Hallar aproximadamente el perimetro de la elipse 3x> +4y> = 12.

42. Un solido tiene por base el tridngulo del plano xy limitado por los ejes y la recta x+y = 1. Cada
seccion producida por un plano perpendicular al eje x es un cuadrado uno de cuyos lados estd en la
base. Hallar su volumen.

43. Hallar el volumen del ‘toro’ obtenido al girar un circulo de radio » en torno a una recta, situada en
el plano del circulo, que estd a una distancia d > r de su centro.

44. Sea R laregi6n limitada por y = 11 yeleje x en [1,2] . a) Hallar el drea de R integrando respecto
a i) x, ii) y . b) Hallar el volumen del sélido de revolucién que genera R al girar en torno i) al eje
x; ii)alejey; iii)alarecta y=1.

45. Supongamos que f(x) — 3 si x — o . ;Qué ocurre con el valor medio de f en [0,b] cuando
b — oo ? Justificarlo.

46. Sea una varilla de longitud L situada en el eje x con un extremo en el origen. Hallar su centro de
gravedad y su momento de inercia respecto del origen si su densidad es
(x) = ¥ si0<x<L/2
PW=\ 12asitjz<x<r -

47. Una particula avanza por el eje x con velocidad v(r) = 7(1+2)“ m/s en el instante 7 . Si inicialmente
estien x =0, ;para qué valores de a: i) recorre 1 m antes de 1 s, ii) recorre 1 m en un tiempo finito,
iii) alcanza cualquier punto del semieje positivo en tiempo finito?
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Introduccion al calculo en C

1. Escribir los complejos: i) —51, —3 — iv3, —m, 4—3i, enlaforma e'? .

i) 3e37i 4005% —4i sen% , eisen2 765432 " op g forma a -+ bi .

2. Calcular: %—F% ( \f_|_1) , (%)5’ {‘/W7 |637i|2+i||.
, ez,

3.Si z=x+ 1y, escribir la parte real y la parte imaginariade: z+27+2-2, 2~

4. Determinar si las siguientes igualdades son ciertas para todo z complejo:
2Re(z) =z+7, Re(z-w) =Re(z)-Re(w) , |z| = 7|, 2> = |z|>, sen(2z) = 2senzcosz.

5. Resolver las ecuaciones:
Z+4iz42=0,7248=0,z*—16z24+100=0, e =1, cosz=4.

6. Representar los complejos que satisfacen:
z=z=i, |e=1 <]z +1], [z=1]=2z+1], [¢f| =Re(z) , Arg(z’) < %

7. Estudiar si f(z) = |z| y g(z) =|z|* son continuas y derivables en z=0.

8. Estudiar si la funcién f(z) = +/z que hace corresponder a cada z la raiz con argumento principal
mds pequefio es continua en todo el plano complejo.

9. Demostrar que " = e%e" . Probar que f(z) = ¢€* toma todos los valores complejos menos €l 0, que
no es inyectiva y que tiene periodo 27i .

10. Definimos Inz =1In|z|+ i Arg(z) , z# 0 [ Arg(z) es el argumento principal de z]. Comprobar que
el"? =z, Hallar In1,In(2i), In(1+1i), In(1 —1) . Estudiar la continuidad de Inz.

11. Probar que si z,w € C entonces ||z| — |w|| < |z—w| . Probar que si la sucesién compleja {a,}
converge entonces también lo hace la sucesion real {|a,|} .

12. Hallar (si existe) el limite de las siguientes sucesiones de complejos:
22 (1), (R, 27 (1) (1= 0) 7" (= i), e/ i et

431

13. Determinar si convergen: Z

B R R R e E

14. Estudiar si la serie Y.n’z" converge cuando i) z = % , i) z=e 371,

15. Determinar la regién del plano complejo en que converge la serie Y, == T

16. Hallar el radio de convergencia de las siguientes series de potencias complejas y decidir si convergen
. . N . ; ;
para z=1, z=—1, z=(1—-1)", z=1+ei, 7 =eil73il .
2}1 inon_n

Pt pE L pe s p s p i

17. Desarrollar en serie de Taylor en torno a z = 0, determinando el radio de convergencia:

n” ’ 2n n+1° n+1

3z sen’z ¢
T A » S€NZCOS —, 712 -
1+Z_2Z2 ) Z Z ) z k) 1+Z
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CALCULO I (2006/2007). Problemas 1-16.

1. Encontrar todos los reales x para los que:

) E3>0 b)[x—3|<5 o) |x— 57| > 4n d) [4—Tx| =4 —x?

e)[1-1<2 £) 3 +x% > 2x Q) |xllx—2| < 1 h) x| +x—3| <5

2. Precisar si los siguientes subconjuntos de R tienen supremo, infimo, maximo, minimo y si son abiertos
o cerrados :

a) {x:x[>2}—{7}; b){xeQ:x*<4}; o {(-1)"+1:neN}; d) {10 'n:neN}; Do¢.

3. Determinar el dominio de las siguientes funciones:

a) f(x) = azrctziyc b) g(x) = log(1—x?) ¢) h(x) = tan(7mx?) d) k(x) = arcsen(logx)

4. Sean f(x) =+vx+2,g(x) = % . Hallar el dominio de fog, gof y fof.Hallar imf e img. Com-
probar que f es inyectiva en todo su dominio y calcular f~! indicando su dominio.
5. Hallar todos los nimeros reales x tales que:

a) cos2x —5cosx =2 b) log(x+2) =2logx ¢) e2lloexl < gy d) |tanx| < 1

—1)"+n 300cos n—2
( lin s Dby =10""y ¢) = T T

Hallar un N a partir del cual sus términos difieran del limite en menosde e =1, =0.1 y € =0.01.

6. Sean a)a, =

7. Probar a partir de la definicin de limite que: {a,} convergente = {|a,|}, {a2} convergentes.
(Es cierta la implicacion inversa en alguno de los dos casos?

8. Calcular el limite de las sucesiones que sean convergentes:

4
D8 R oy (W—l) o (Var=i-1)

n2+1-1 Vi
2n 2 2_1 " My (1)
e (2—3) D 31— "o ) (=1)"vn— h) W
. n . 2n*+3—4 n n
bn(GE-v2) 0EEEE e DI+t g

9. Precisar para qué valores de a,b > 0 convergen las sucesiones:

a) a, = Vn*+an—bn b) Va' +b" ¢) (a—i—%)"

10. Definimos la sucesién {a, } mediante: a, =2 +a,—1 ,a; = V2. Probar que tiene limite y calcu-
larlo. [Demostrar por induccién que a, < 2 y probar que {a, } es creciente].

11. Utilizando unicamente las definiciones probar que:

a) f(x) = 1+ +/4+x es continua en x =

12. Determinar si f+g, f-g y fog son necesariamente pares o impares en los cuatro casos obtenidos
al tomar f par o impar y g par o impar. Probar que si f es impar y tiene limite en x = 0, entonces ese
limite es O.

13. Hallar una f que no sea continua en ningdn punto, pero tal que |f(x)| sea continua Vx .
(Existe alguna funcién que sea continua en todo R menos en un tnico punto?
.Y alguna que sea continua en un dnico punto de R y discontinua en todos los demds?



14. Hallar (si existen) los siguientes limites:

2
senx senx
a) lim —— ; b) lim

0 |x]

. senx
; ©) lim

. . 2\ . 3 1/x T . P 1.
lim — = d) lim arctan(logx?) ; e)}lj%e/ senZ f)xlllg)l} log ;
2 2 2 _1)2
P X1 x2—1 . sen(x—1)
& m7 5 W) M55 5 0) im 5= 5 J) lim

. 1 . . 1 Lo~ . 1 . . 2 . .. . 2 o .
m) limy S s WM s D ln o s 0) limvatex s p) lim Vatex
) 1im x+sen3x

s) i 41
im ———; im
x——oo 5x+6

0 k) 1im (1—x)™; 1) Ifm 20X,
)CZ —1 )Xﬂl’( ) )x~>1* X

x——o x+5

; 1) lim arctan(logx?) ; u) lim xsenx.
xX—00 X—00

15. Sea f:]0,1] — R continua y tal que im f C [0, 1]. Probar que entonces existe algin x € [0, 1] tal
que f(x) =x [a x se le llama punto fijo de f].

16. Probar que si f es continua en [a,0) y lim f(x) es finito, entonces f es acotada en [a, ) . ;Alcanza
X—00
siempre f su valor maximo en dicho intervalo?
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CALCULO I (2006/2007). Problemas 17-42.

17. Hallar la primera y segunda derivadas de las funciones siguientes indicando su dominio:

a) f(x) =x3 sen% ,f(0)=0; b)g(x)=xlogl|x|,g(0)=0; c)h(x) = arctan(logx?) ;

d) k(x) = [x73 = x| ; e) [(x) = arccos( lfzxz) ; f) m(x) = 5/‘% .

Lsio<x <1

18. Sea f(x) = { Il

b s> 1 Hallar a y b para que existan /(1) y f'(—1).
19. Determinar para qué puntos de la grafica de f(x) = e”~ larecta tangente pasa por el origen.

20. Hallar, si existe, un ¢ € (0,1) en el que la tangente a f(x) = arctan 5*~ sea paralela a la recta que
une (0,0) y (1,%).

21. Hallar el punto de corte de las tangentes a la grafica de g(x) = |1 — %’ enx=-2yx=2.
22. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva y+yx>+y> = 6 en el punto (2,1).

X
23. Sea f(x) = IE—M . Determinar si es derivable en x = 0 . Hallar, si existen, el valor maximo y el

valor minimo de f en el intervalo [—1, 1].

24. Encontrar (si existen) los valores méximo y minimo de f(x) = arcsenx++/3 log|2 — x| .

25. Hallar (si existen) los valores mdximo y minimo de estas funciones en los intervalos indicados:

a) f(x) =2x—9x*3 en [—8,64] ; b)g(x) =x+2|cosx| en [0,7] ;

¢) h(x) = \/(x—1)2+9 +\/(x—8)2+16 en R.

26. Sea f(x) =x-+2cosx . Hallar, si existe, el valor minimo de f en el intervalo [0, 1] . Probar que existe

£, funcién inversa de f(x) para x € [—%, %] , y hallar la derivada (f~1)'(2).

27. Probar que f(x) = e*"*+x posee funcién inversa f~! en todo su dominio y calcular (f~')'(1).

28. Determinar cudntas veces se anula la funcion f(x) =e*"* —x—1 en [7,7].

29. Sea f(x) = \/lx—i7 . Determinar su dominio e intervalos de crecimiento y decrecimiento. Probar que
existe un tnico ¢ € (%, %) tal que f(c) = %

30. Sea f(x) = 3arctanx —logx . Estudiar cuéntas veces se anulan f’ y f en el intervalo [0,0) . Probar
que f esinyectiva en [3,0).

31. Sea f(x) = (x2+1)e3"_x2. Hallar lim f(x) y lim f(x) . Probar que f’ se anula en un punto
X—00 X— —o00

del intervalo (1,2) y que no lo hace més veces en su dominio. Estudiar cudntas soluciones tiene la
ecuacién f(x) =1.

32. Discutir, segtin los valores de la constante a, cudntas soluciones reales tiene la ecuaciéon e* = ax.
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33. Dibujar las graficas de las funciones:

2
a) izig b) )%23 c)x )%23 d) arctan(3x—x3)
CcoSx 1 —Xx 2,1
©) T+ senx] D) 53— g)e rcosx h) log (x*4 1)

34. Discutir segun los valores a las diferentes formas que puede tener la grafica de:
1
a) 1 +ax? +x* b))%+§
35. Hallar dos nimeros x,y tales que |x|+ |y| =1 y tales que la suma de sus cuadrados sea i) méxima,
ii) minima.

36. Determinar el tridngulo de drea minima de entre todos aquellos del primer cuadrante cuyos catetos
son los ejes y cuya hipotenusa pasa por el punto (1,2) . ;Existe el de drea maxima?

37. Hallar el punto de la recta tangente a la curva x> +y> =4 en el punto (1,—+/3) que esté mds
préximo al punto (2,0).

38. Hallar los puntos de la curva 3y? = 21420x—x* situados a mayor y menor distancia del origen.

39. Encontrar el punto de la grifica de f(x) = 2arctan(x—2) para el que es minima la suma de sus
distancias a ambos ejes.

40. Determinar el drea maxima que puede tener un rectangulo que tenga dos lados sobre los semiejes
X,y positivos y el vértice opuesto sobre la gréfica de f(x) = [x3 —&-4} -1/ 2,

41. Hallar el punto P sobre la grifica de f(x) =e™ en el primer cuadrante para el que es maxima el
area del tridngulo rectdngulo cuya hipotenusa es tangente a dicha grafica en P y cuyos catetos estin
sobre los ejes coordenados.

42. Un nadador esta en el punto A del borde de un estanque circular de 50 m de radio y desea ir al
punto diametralmente opuesto B, nadando hasta algiin punto P del borde y andando luego por el
arco PB del borde. Si nada 50 m por minuto y camina 100 m por minuto ;A qué punto P se debe
dirigir para minimizar el tiempo de su recorrido?
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CALCULO I (2006/2007). Problemas 43-69.

+2 an,con a; = 1. Probar que tiene limite y calcularlo.

43. Sea la sucesion {a, } definida por a,+1 = 3,55

Determinar la convergencia de } a,, .
44. Determinar si las siguientes series son convergentes o divergentes:
*Yl

a)Zzn b)ZM C)Z(—l)n(z)n d) Z[ — To0)
5 n2 n nn
€)Y ne" f)z 2 )Z n2+3 h) ) (-1) ;5314

. " o dn=1
)L o D M DE 1" 55h
m)Ztan% ~)Z\/% O)Z[\/r%_ nl+1]

45. Probar que la suma de las siguientes series es la indicada:
2n+1 _ )n 99
=2 b
a)nzz o )Z\/EFH INEES T

46. Determinar para que nimeros reales ¢ convergen las siguientes series:

X mxe2: oxih: or G ox Bt ny2e

. £ & 212 . £ 1
47. Determinar para qué a € R converge ) = 7— . Precisar para qué valores de a su suma es 3-
n=2

48. Probar que 0.8414 < Z < 0.8417 (sumar 3 y 4 términos de la serie).

2 +1 1=
(Cudntos términos habrla que sumar para estimar la suma con error menor que 107> ?

49. Estudiar si convergen puntual y uniformemente en el intervalo que se indica:

ful) = Tz en 0,25 gul®) = 725 en [0,1]; hu(x) =" eni) (—e0,0] , ii) [0,9)

50. i) Calcular los valores mdximo y minimo de f;,(x) = i—cl en [0,00).

ii) Determinar si convergen uniformemente en [0,0) la sucesién f,(x) y la serie ¥ f,(x).

51. Estudiar para qué x convergen, y si lo hacen uniformemente en el intervalo que se indica:

arctan (nx) ) cos'x . X +arctann . (50"
)Y, = — enR; b} =5 enR; o)} *7=="8 Tiard en [1,2]; d)z(x2+6)" en [5,6] .
52. Determinar todos los valores de x para los que convergen las series:
n 2
)): \/T b)Y c) ¥.cos “Zx" d) y2r (x—2)"
X" n2x2n —/n 2" n
©) X 7 Flogn Y S 2 Ye vy WY T ()

53. Determinar para qué valores de x converge Y n3"x"~! y hallar su suma para esos valores.

n=1

54. Hallar los x para los que converge Y, (72x)3" . Decidir si converge para x = arctan%

55. Hallar todos los valores de x para los cuales la serie ), [1 — XCos H es convergente.



56. Utilizando polinomios de Taylor determinar con un error menor que 1073 el valor de:
a) cos 1 b)e ¢) log % d) log % e) log2

57. Sea f(x) = x(1+x3)71/ > . Hallar los 3 primeros términos no nulos de su desarrollo de Taylor en
x = 0. Aproximar por un racional f(1/2) con error menor que 0.001 .

58. Hallar los 3 primeros términos no nulos del desarrollo en serie de Taylor en x =0 de:

a) cos2§ b) % C) senx — xXcosx d) 2—x)V1+x

log(142x)
1+2x

1

e) shxchx D o5z 2) h) cos(senx)

59. Hallar los primeros términos del desarrollo de arcsenx, utilizando el de (l—xz)_l/ 2.

60. Hallar la suma de las siguientes series:

= (—4)" = 1 & 20+ 1 = n
(2n)! b) ;, 2n+1)! ©) E 3t (n+1) Yy nl2n ©) ) 31

n=0 n=0

61. Hallar un polinomio P tal que lim x~’ [\/ 1—x*—P(x)| = 0. ¢Es tnico dicho polinomio?

62. Calcular los siguientes limites indeterminados cuando x tiende al a indicado:

—x2_ _ X __ x _ )
a=0: a) V1 xx4 COSX . p) X tanx . C)e esen - d) (cost)3/X2; e)l V1—x _

’ arctan(x3) ° x3 x
T U BN s SN GtV —ot.
a=1: Dlogx_x—l ;8 T—x-tlogx > h) — - a=0": 1i)tanxlogx.

e“+senx . X, 1 . 1
k) Greose s D [;%g] ; m)x*arctani —/T+x; n)xtanl.

63. Hallar el valor de b tal que f(x) = x> [ebXAf cosbx] tiende hacia 0 si x—oo y tiende hacia 2 si
x—0.
_ x*—sen®x __sen’x __ arctan(senx)—x
64. Sean a) f(x) = Tog(IH) ° b) g(x) = P ¢) h(x) = Tog(11)
Determinar (si existen) sus limites cuando: 1) x — 0 ; il) x — —oo ; 1ii) X — oo .

2
65. Estudiar en qué puntos es continua la funcién: f(x) = f_i%';%{ six¢Z, f(x) =0sixeZ.

66. Sea f(x) f(0)=0.
Estudiar si existen f7(0) y f”(0) . Dibujar su gréfica. Calcular lim { f(f(n))} .
n—oo

. log |14
=—=,

67. Sea f(x) =x ?sen’mx, f(0) = 7> . Determinar si existen f(0) y f”(0) . Dibujar su grafica.
Probar que existe la inversa £~ en un entorno de x = % y calcular la derivada de f~! en f (%)

68. Estudiar la continuidad de f(x) = (1— 1)log|1—x?|, f(£1) = £(0) = 0. ;Existe f'(0) ?

Probar que 3¢ € (0,1) con f'(¢) =0

69. Sea f(x) = Ize? f(0) = 1. Hallar f/(0) . Determinar los limites lfril f(x) ylaim f . Estudiar el
X— oo

X

crecimiento y decrecimiento de f . Hallar la derivada f(200%)(0).

VI



CALCULO I (2006/2007). Problemas 70-100.

70. Sea f(x) =log(2—x),x€[0,1); f(x) =0,x€ [1,2); f(x)=1,x€[2,3] ,ysea F(x) = [y f.
Determinar los x € [0,3] para los que F es continua y derivable. Hallar F(3) .
71. Sea F(x) = flx_z)cte_ﬂdt. Hallar F(1), F'(1) y (FoF)'(1). (Es F(0) mayor o menor que F(1)?

sen(x®) +1
JEysen(d)dt +x+4

72. Sea f(x) = . Calcular, si existe, [, f(x)dx .

73. Determinar en qué x del intervalo que se indica alcanzan su maximo y su minimo las funciones:
3

a)F(x)=fg \/ﬁ en[0,2]; b)G(x):fxzx\/;Z? en[—1,6];

¢) H(x) =x— [{cos(sent)dt en[1,4].

. - . 2 2 4 . .
74. Estudiar en qué intervalos crece y decrece la funcién f(x) = [y e/ dr —e* . Determinar en cudntos
puntos del intervalo [0,o0) se anula f(x).

3
75. (Posee funcién inversa la funcién f definida para todo x > 2 por f(x) = f ;2 % ?

76. Sea f(x) = | lx e*arc@nt 7y Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en x = 1. Probar
. —1 !/
que f posee inversa en todo R y calcular (f~') (0).

2
77.Sea F(x) = fl/x e~*dt . Hallar F’'(1) . Estudiar si la serie Y'(—1)"F (n) converge.

—1/x

78. Sea f(x) = x2e . SiH (x)= fxzx f(¢)dr , hallar el x para el que H(x) es mdximo. Dibujar aproxima-
damente la gréfica de f y probar que el valor méximo de H es menor que 1/2 .

2
79. Hallar los valores mdximo y minimo de g(x) = xx%gx en [2,4]. Probar que % < f24 glx)dx < 2.
Hallar la integral y, usando desarrollos de Taylor, comprobar las desigualdades anteriores.

80. Hallar las siguientes primitivas:

2
a)f@ dx b) f%‘ dx c) [x*arctan i dx d) [(logx)3dx e) [arcsenxdx

4 d 324+ 3x+1 : 2 .
ﬂf}ﬁdx g)flréﬁ h) f;ﬁ-fzii—-i;;-kl dx l)f;;tS dx j) [4xcosx*dx

) xdx 1) f sen2xdx dx

—— 2 & 2
cosZx 5+4cosx m) [ 3 sen2xtcosix n) [tan*xdx 1) [4xcos*xdx

o) [redy  p) TR @ JOVIa2dx D[ Y g ) VAT Tdx

e¥+e2x

81. Calcular, si existe:

i 1 0
a) [1, eI dx b S G Ol e SR W RS R P
e) ffﬁz sen’x dx f) [{ xlogxdx 2) f13x\/ I1+xdx h) fol arctan(+/x) dx

X2 cosx dx

. /2 . 1/2 dx 5 dx 0
D) Jo'" cos 2x cos.x dx D fo Vi-x? © f4 x—4/x—4 D f*TC/6 3senx—2cosZx
82. Sea f(x) = xlog(1+ ;12) . Hallar una primitiva de f . Estudiar la convergencia de [{” f.

83. Probar que [;° x e % dx es convergente y que su valor es menor que 1—18 .

VII



84. Estudiar la convergencia de las siguientes integrales impropias. Hallar su valor si se puede'

a) [ x4 H b [T, : +x2 ¢) [ e Fsenxdx d f7 x,+, 7
e Ji [}— \/m] dx f) eV dx 2 Jo W h i [%—}]dx
DI e 0T )7 d—
m 5 e w [T(1cosar m a0 7k
p) Ji"logxsen % dx q) [y logxdx 0 fa arzc;an 11//)2 dx s) fg"i;’—{ldx
85. Discutir segtn los valores de n € N la convergencia de: a) fO [ln U+ )1—6] x; b) [ it Jfldx '
86. Discutir segun los valores de a € R la convergencia de las integrales:
Y AR I VI arc?:ﬁ ) ges iy J& 3 + senx] “dx .
87. Calcular el limite cuando x tiende a 0 y a o de: a) xfgel;zgcftl J—r;l:]ctanxz ; fi)xz ieénzzdt .

88.Dada F(x) = [ Determinar si existe 1im F'(x) . Hallar el 11m ) (si existe).
X—00

dt
Viogt+t * F(

89.Sea H(x) = |x—1| [*, sent>dt . Aproximar H(0) con error menor que 103, Hallar, si existe, H'(1).

3
90. Sea g(x) = % Hallar la primitiva G(x) que cumple G(0) = —1. Probar que g(x) > 1

si x € [0,1] y que hay un tnico ¢ € (0,1) tal que G(c) = 0. Determinar si converge f23+ Ve(x)dx.

91. Sea F(x) = [* lte’ dt, con x € [—1,%). i) Hallar, si existen, los x del intervalo en los que F
alcanza sus valores mdximo y minimo. ii) Probar que F(0) > —% .

92. Hallar, justificando los pasos, el valor de:

o/ H(E ey de, i) (T ) dx, i fo (5 L) dx

93. Calcular el drea encerrada entre las graficas de g(x) =x* —3x>+3x y f(x) =x en [0,2].

94. Calcular el drea de la regién acotada entre las curvas y=+/x, y=+v2—x e y=0.

95. Hallar el drea de una de las regiones iguales encerradas entre las graficas de |senx| y |cosx|.
2

96. Hallar el drea de la menor de las dos regiones acotadas por las curvas x> +y> =2y x =y?.

97. Calcular el drea de una de las regiones comprendidas entre la grafica de f(x) = senx y esta misma
grafica trasladada horizontalmente una distancia % hacia la derecha.

98. ;Cudl de todas las rectas que pasan por (1,2) determina con y=x? la regién de minima drea?

99. Sea la regién del cuarto cuadrante limitada por la graficade f(x) = —e * (a>0) yeleje x. Probar
que la recta tangente a f(x) en x =0 divide dicha region en dos partes de igual drea.

100. Hallar el 4rea determinada por la curva r = 1/(1+cos8) y las semirrectas 6 =0 y 6 =3m/4,
i) trabajando en polares, ii) tras escribir la ecuacién de la curva en rectangulares.

VIII



