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Leccion 1

Axiomas de los numeros reales. Desigualdades. Principio de induccion

Introduccion

En esta leccion quiero que entiendas la importancia de disponer de un “marco de referen-
cia”. Trataré de explicarme. Para empezar, voy a proponerte unos ejercicios muy sencillos.

—

. $Sabes probar que 0x = 0? Inténtalo.

2. ;Qué entiendes por —x? ;Es cierto que —x es negativo?

3. Escribe con palabras lo que afirma la igualdad (—x)y = —xy. ;Sabes probarla?
4. Demuestra que si x # 0 entonces X2 > 0 (en consecuencia 1 > 0).

5. ;Sabes por qué no se puede dividir por 0?

6. Seguro que sabes construir un segmento de longitud /2. ;Y de longitud /3?

7. ;Qué quiere decir que un ntimero no es racional? Demuestra que /2 no es racional.

Supongo que hace ya tanto tiempo que conoces estas propiedades de los nimeros que has
olvidado cuando las aprendiste. ;Y ahora te piden que las demuestres! Puedo imaginar tu reac-
cién ;que demuestre que Ox = 0?, jpero si eso es evidente! jsiempre me han dicho que es ast!
;como se puede demostrar tal cosa?.

Pienso que muchas veces la dificultad de un ejercicio estd en que no sabes qué es exacta-
mente lo que se te pide que hagas; no te dan un marco claro de referencia. En estas situaciones
lo més frecuente es “quedarse colgado” con la mente en blanco sin saber qué hacer. Para evitar
ese peligro, en este curso vamos a dar un marco de referencia muy claro que va a consistir en
unas propiedades de los nlimeros (axiomas, si quieres llamarlas asi) que vamos a aceptar como
punto de partida para nuestro estudio. Esas propiedades, junto con las reglas de inferencia logi-
ca usuales y con definiciones apropiadas nos permitirdn demostrar resultados (teoremas) que
podremos usar para seguir avanzando. Simplificando un poco, puede decirse que en matema-
ticas no hay nada mds que axiomas y teoremas (bueno, también hay conjeturas, proposiciones
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indecidibles...). Todo lo que se demuestra es un teorema; por ejemplo Ox = 0 es un teorema.
Ocurre que el nombre feorema se reserva para resultados que se consideran realmente impor-
tantes y que ha costado esfuerzo llegar a probarlos. Se usan también los términos: corolario,
lema, proposiciény otros. Pero la estructura de una teoria matemdtica elaborada se resume en
un conjunto de axiomas y de teoremas que se deducen de ellos mediante reglas de inferencia
légica.

Es conveniente recordar las propiedades de los ntimeros reales porque son ellas las que
nos permiten trabajar con desigualdades. Es muy facil equivocarse al trabajar con desigualda-
des. Yo creo que en el bachillerato no se le da a este tema la importancia que merece. Fijate
que algunos de los conceptos més importantes del Célculo se definen mediante desigualdades
(por ejemplo, la definicién de sucesién convergente o de limite de una funcién en un punto).
Por ello, tan importante como saber realizar cdlculos méds o menos complicados, es aprender
a manejar correctamente desigualdades, y la iinica manera de hacerlo es con la practica me-
diante numerosos ejemplos concretos. Por supuesto, siempre deben respetarse cuidadosamente
las reglas generales que gobiernan las desigualdades entre niimerosy asegurarse de que se usan
correctamente. Aparte de tales reglas no hay otros métodos generales que nos digan cé6mo te-
nemos que proceder en cada caso particular.

1.1. Numeros reales. Propiedades algebraicas y de orden

Como todos sabéis se distinguen distintas clases de ntimeros:
Los ntimeros naturales 1,2,3,... . El conjunto de todos ellos se representa por N.
Los ntimeros enteros ...,-2,-1,0,1,2,... cuyo conjunto se representa por Z.

Los ntimeros racionales que son cocientes de la forma p/gq donde p€Z,q€N, cuyo conjunto
representamos por Q.

También conocéis otros nimeros como /2, T, o el niimero e que no son nuimeros racionales
vy que se llaman, con una expresiéon no demasiado afortunada, "ntmeros irracionales". Pues
bien, el conjunto formado por todos los nimeros racionales e irracionales se llama conjunto
de los numeros reales y se representa por R.

EsclaroqueNCZ C QCR.

Aunque los nimeros que no son racionales pueden parecer un poco raros, no merece la pena, al
menos por ahora, preocuparse por cOmo son estos niimeros; sino que lo realmente interesante
es aprender a trabajar con ellos. Lo interesante del nimero /2 es que su cuadrado es igual a 2.

Pues bien, una de las cosas més llamativas de los ntimeros es que a partir de un pequefio grupo
de propiedades pueden deducirse casi todas las demds. Vamos a destacar estas propiedades
bésicas que, naturalmente, hacen referencia a las dos operaciones fundamentales que se pue-
den hacer con los ntimeros: la sumay el producto. La suma de dos ntimeros reales X,y se escribe
x+y, representdndose el producto por xy. Las propiedades bésicas a que nos referimos son las
siguientes.

P1 [Propiedades asociativas] (x+Y) +z=Xx+ (y+2) ; (xy)z=x(y2 paratodosx,y,zenR.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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P2 [Propiedades conmutativas] x+y=y+X ; Xxy=yx para todos x,y en R.

P3 [Elementos neutros] El 0 y el 1 son tan importantes que enunciamos seguidamente sus
propiedades:
0+x=x ; 1x=x paratodoxeR.

P4 [Elementos opuesto e inverso] Para cada nimero real x hay un nimero real llamado opues-
to de X, que representamos por —X, tal que x+ (—x) =0.

Para cada ntmero real x distinto de O, X # 0, hay un ntimero real llamado inverso de X, que
representamos por x 1, tal que xx 1 = 1.

P5 [Propiedad distributiva] (x+y)z=xz+ yzpara todos x,y,zen R.
Las propiedades anteriores son de tipo algebraico y, aunque son muy sencillas, a partir de ellas
pueden probarse cosas tan familiares como que Ox = 0, o que (—Xx)y = —(xy).

Pero los ntimeros tienen, ademds de las propiedades algebraicas, otras propiedades que
suelen llamarse propiedades de orden. Como todos sabemos, los niimeros suelen representarse
como puntos de una recta en la que se fija un origen, el 0, de forma arbitraria. Los nimeros que
hay a la derecha de 0O, se llaman positivosy el conjunto de todos ellos se representa por R*. Las
propiedades bdsicas del orden son las siguientes.

P6 [Ley de tricotomia] Para cada ntiimero real x se verifica que o bien es x =0, o bien x es posi-
tivo, o bien su opuesto —x es positivo.

P7 [Estabilidad de R*™] La suma y el producto de nimeros positivos es también un nimero
positivo.

Suele escribirse x—y en vez de x+ (—Yy). También, supuesto y # 0O, se escribe x/y o § en vez de
xy L. Los opuestos de los ntimeros positivos, es decir los elementos del conjunto R= {—x: x €
R*}, se llaman niimeros negativos. Notese que el 0 no es positivo ni negativo.

Para x,y € R escribimos x <y (1éase x es menor quey) o y > x (1éase y es mayor queXx) para indicar
que y—x€R™, yescribimos x<y o y>x para indicar que y—x& R" U{0}. En adelante usaremos
las notaciones: Ry =R"U{0},Ry; =R~ U{0} yR* =R\ {0}. Nétese que si X€R entonces —xcR™.

1.1 Teorema (Reglas para trabajar con desigualdades). Sean x,y,z niimeros reales.

1. x<y ey<z implican que X<z

2. X<y ey<Xx implican que x=Yy.

3. Severifica exactamente una de las tres relaciones: X<y, X=Y, 0 y <X.
4. x<y implicaque x+z<y+z

5. x<y, z>0 implican que xz<yz

6. X<y, z<O0 implican que xz>yz

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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7. xy> 0 si, y sélo si, x ey son los dos positivos o los dos negativos. En consecuencia si X+ 0 es
x? >0 y, en particular, 1> 0.

8. z>0 implica que % > 0.

9. Supuesto quex ey son los dos positivos o los dos negativos, se verifica que x<y implica que
1 1

—< =,
y X
Valor absoluto

El valor absoluto de un niimero xcR se define como el nimero:

x| = X six=0
] —x six<O0

Para trabajar con valores absolutos es ttil recordar que dado xR}, representamos por /X al
Unico namero mayor o igual que cero cuyo cuadrado es igual a x. Puesto que, evidentemente,
X|2 = x?y, ademds, |x| > 0, se tiene que |x| = Vx2.

La siguiente estrategia de procedimiento es de gran utilidad.

Dados a,b € RE para probar que a = b es suficiente probar que a? = b? y para probar que
a < b es suficiente probar que a® < b?.

Geométricamente, |x| representa la distancia de x al origen, 0, en la recta real. De manera més
general:
|x—y| = distancia entre xe y

representa la longitud del segmento de extremos x e y.

1.2 Teorema (Propiedades del valor absoluto). Para x,y € R se verifica que:

L xyl = [XI[yl;

2. |X| <y esequivalentea —y < X<Y;

3. |[X+y| < |X +y| ylaigualdad se da si, y sélo si, xy > 0 (desigualdad triangular);
4. |IX—Vl| <Ix—y]| y la igualdad se da si, y s6lo si, xy> 0.

1.2. Ejercicios

1. Sabiendo que a+b > c+d, a> b, c > d; ;se verifica necesariamente alguna de las des-
igualdades:a>c, a>d, b>c o b> d? Dar una prueba o un contraejemplo en cada caso.

2. Calcula para qué valores de x se verifica que:

. 2x—3 1 .. 1 1 2
i) X2 <§ ii) ;+E>O iii) x—5Bx+9>x
iv) 3(x-2)(x+3)2<0 v) x?<x vi) x3<x
vii) x?>—(a+b)x+ab<0 viii)  3(x—a)a?<x3—-ad<3(x—a)x?
Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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3. Prueba las siguientes desigualdades:
i) 0<x+y—xy<lsiempreque 0<x<1l O<y<1
ii) 1+ 1 <1+1siem reque 0<a<x<b
X a+b—-x "a b pred '

4. Calcula para qué valores de x se verifica que:

i) |[x—5<x+1] i) |x—1x+2/=3 i) [x2-x>1
iv) [ x—y+z=[x—-|z—y] V) [x=1+x+1<1 vi) |[x+y+2Z=I|x+Yy|l+]|Z
vii) X —|y| = [x—Y] viii)  [x+1| < |x+ 3|

S+U+X
t+v+y

s u X s X .
5. Dado que 1<y < y dondet,v,yeR™, prueba que i< < Y Generaliza este resul-

tado.

6. Prueba cada una de las siguientes desigualdades y estudia, en cada caso, cudndo se da la
igualdad.

i) 2xy<x2+y2.

ii) 4xy< (x+y)>2.

iii) X2+ xy+y?> 0.

iv) (a2+a+1)(b?+b+1)(c?+c+1) > 27abcdonde a>0,b > 0,¢c > 0.

Sugerencia: para probar i) considérese (x—y)?. Las demds desigualdades pueden dedu-
cirse de i).

7. Demuestra los teoremas (1.1) y (1.2).

1.3. Principio de induccién matematica

El Principio de inducciéon matemdtica es un método que se usa para probar que ciertas pro-
piedades matemadticas se verifican para todo ntiimero natural. Considera, por ejemplo, la si-
guiente igualdad en la que neN:

1
12_|_22_|_32_|_...+n2: én(n+1)(2n+1)

Si le damos a n un valor, por ejemplo n = 2, podemos comprobar facilmente que la igualdad
correspondiente es cierta. Sile damos a n el valor 1000 ya no es tan facil comprobar esa igual-
dady se le damos a n el valor 10'°%]a cosa ya se pone realmente dificil. Pero nosotros queremos
aliin mds, no nos conformamos con probar que esa igualdad es cierta para unos cuantos miles
o millones de valores de n; no, queremos probar que es valida para fodo niimero natural n. En
estos casos es el Principio de induccién matemdtica el que viene en nuestra ayuda para salvar-
nos del apuro. Para nosotros el principio de induccién matemaética es algo que aceptamos, es
decir, puedes considerarlo como un axioma de la teoria que estamos desarrollando (aunque su
formulacién lo hace “casi evidente”).

Principio de induccién matematica. Sea A un conjunto de nimeros naturales, AC N, y supon-
gamos que:

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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i) 1eA
ii) Siempre que un nimero n estd en A se verifica que n+ 1 también estéd en A.

Entonces A=N.

El Principio de Induccién Matematica es la herramienta bésica para probar que una cierta pro-
piedad P(n) es verificada por todos los ntimeros naturales. Para ello se procede de la siguiente
forma:

A) Comprobamos que el niimero 1 satisface la propiedad, esto es, que P(1) es cierta.

B) Comprobamos que si un nimero n satisface la propiedad, entonces también el nimero n+ 1
la satisface. Es decir comprobamos que si P(n) es cierta, entonces también lo es
P(n+1).

Noétese que en B) no se dice que se tenga que probar que P(n) es cierta, sino que hay que de-
mostrar la implicacién logica P(n) = P(n+ 1).

Si definimos el conjunto A = {neN: P(n) es cierta}, entonces el punto A) nos dice que 1€ A,
y el punto B) nos dice que siempre que n estd en A se verifica que n+ 1 también estd en A.
Concluimos que A =N, o sea, que P(n) es cierta para todo niimero natural n.

1.3 Ejemplo. Para cada ntimero natural n, sea P(n) la proposicion si el producto de n niimeros
positivos es igual a 1, entonces su suma es mayor o igual que n.

Demostraremos por induccién que P(n) es verdadera para todo n € N. Trivialmente P(1) es
verdadera. Supongamos que P(n) es verdadera. Consideremos n+ 1 nimeros positivos no todos
iguales a 1 cuyo producto sea igual a 1. En tal caso alguno de dichos nimeros, llamémosle x;,
tiene que ser menor que 1 y otro, al que llamaremos xp, tiene que ser mayor que 1. Notando
X3, -+, Xn+1 lOs restantes nimeros se tiene que:

(X1X2)Xg - Xny1 =1
es decir, X1x2,X3,- -+ ,Xn+1 SON N nimeros positivos con producto igual a 1 por lo que:
X1X2 + X3+ -+ Xnp1 =N (1)
ycomo 0< (1-X)(x2— 1), tenemos que:
X1+ X2 > 1+ X1X2 (2)

De (1) y (2) se sigue que:
X1+Xo+X3+ -+ Xnp1 >Nn+1

Hemos probado asi que P(n+ 1) es verdadera. ¢

1.4 Teorema (Desigualdad de las medias). Cualesquiera sean los ntimeros positivos a;,az, - - ,an

se verifica que:
a a ce.
Vagap-an < w

y la igualdad se da si, y sélo si,a; =a; = --- = an.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
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Demostracién. Basta poner G = \n/ Qag---any X = %, 1<i<n,conlocual x;x2---X, =1 porlo

n n
que ZX‘ > n es decir Za > nGyse dalaigualdad solamente cuando x; =1,parai=1,2,...,n;
i=1 i=1

es decir, cuando ay =ay=--- = ap. O
El principio de induccién matemadtica puede aplicarse en muchas situaciones en las que, a
primera vista, no aparecen para nada los nimeros naturales. Por ejemplo, una proposicién re-

ferente a todos los polinomios podria probarse por induccién sobre el grado del polinomio. Un
teorema sobre matrices cuadradas podria probarse por induccién sobre el orden de la matriz.

Probaremos a continuacién una ttil igualdad algebraica conocida como férmula del binomio
de Newton.

Para establecer esta igualdad necesitamos definir los llamados coeficientes binémicos. Dados
dos niimeros enteros n > k > 0 se define:

n n! n
e | —
<k> IGE donde n! F[[l p

Es decir, n! es el producto de todos los ntimeros naturales menores o iguales que n. Se define

también 0! = 1. La igualdad
n n n+1
("a)+ (@)= (") asken oD

es de comprobaciéon inmediata. A partir de ella se prueba facilmente, por induccién sobre n,
que () esun nimero entero positivo.

1.5 Teorema (Férmula del binomio de Newton). Cualesquiera sean los niimeros reales a,b y el
numero natural n se verifica que:

(a+b)"= zn: <E> a" Kbk,

k=0

Demostracién. Para n =1 la igualdad del enunciado es trivialmente verdadera. Supongamos
que dicha igualdad se verifica para n € N. Entonces:
" /n
anfkbk
()

k=

0
n _
)an kbk+1 _

(a+b)™ = (a+b)(a+b)"=(a+b)

n

n
_ Z (E) an+1fkbk+z
k=0

-
(

n n n+1
= Z (k) an+l—kbk+z
k=1

k=0

n
o oantl | gwntl n n n+1-kpk _
= a™lip +Z{<k)+<k_1>]a bk —
k=1
n+1

-y (anF 1) A ikpk

k=0

=~

=)

n+1-knk
K 1)a b
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Ejercicios 8

Lo que prueba la validez de la igualdad para n+ 1. En virtud del principio de induccién, con-
cluimos que la igualdad del enunciado es cierta para todo neN. O

La induccién matematica es un proceso demostrativo

Considera la expresién 991n?+ 1. Si la evaltias paran=1,2,3,...,10000Q. .. no creo que con-
sigas obtener valores de n que sean cuadrados perfectos. ;Debemos concluir que para todo nii-
mero natural n se verifica que 991In?+ 1 no es un cuadrado perfecto? Pues no. Entre los niimeros
de la forma 991n? 4 1 hay cuadrados perfectos... jel valor minimo de n para el cual 991n? 4 1 es
un cuadrado es n=12055735790331359447442538767

Con eso te indico que hay que ser precavido: no basta comprobar la veracidad de una ex-
presién para unos cuantos valores de n para concluir que dicha expresion es cierta para todo n.
La historia de las matematicas estd llena de este tipo de errores.

1.4. Ejercicios

1. Demuestra que 3" — 1 es divisible por 2 para todo neN.

2. Demuestra que cualquier conjunto de niimero naturales, con un ntimero finito de ele-
mentos, contiene un nimero natural maximo.

3. Demuestra que la férmula
24+44+64--+2n=n*+n+2

cumple con el segundo paso del principio de induccién matemdtica. Esto es, sila formula
es verdadera para n, también lo es para n+ 1. Sin embargo, esta férmula no es valida para
n= 1. ;Qué deduces de esto?

4. Teorema del mapa de dos colores: si se traza en una hoja de papel lineas rectas que em-
piezan y terminan en un borde de la hoja, este mapa puede ser coloreado con sélo dos
colores sin que ninguna regién adyacente tenga el mismo color.

5. ;Doénde estd el error en el siguiente razonamiento?

A) En un conjunto formado por una tinica nifia, todas los nifias de dicho conjunto tienen
el mismo color de ojos.

B) Supongamos que para todo conjunto formado por n nifias se verifica que todas las
nifias del conjunto tienen el mismo color de ojos.

Consideremos un conjunto formado por n+ 1 nifias. Quitamos una nifia del conjunto y
nos queda un conjunto formado por nnifas, las cuales, por la hipétesis de induccién, tie-
nen el mismo color de ojos. Ahora devolvemos al conjunto la nifia que habiamos sacadoy
sacamos otra. Volvemos a razonar como antes y deducimos que la nifia que habiamos sa-
cado también tiene el mismo color de ojos que las demds n nifias del conjunto. Por tanto
las n+ 1 nifias tienen todas ellas igual color de ojos. Como hay una nifia con ojos azules,
deducimos que todas las nifias tiene ojos azules.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculo - Ing. de Telecomunicacién



Ejercicios 9

6. Prueba que para todo neN se verifica que:

a) Todos los ntimeros de la forma n3+ 5n son multiplos de 6.
b) Todos los ntimeros de la forma 32"— 1 son multiplos de 8.
¢) Todos los ntimeros de la forma n® — n son multiplos de 5.

d) 3 nodivideanf—n+1,

Y R S .
2 3 4 2n 2

f) 1+i+i+i+...+ 1 = n
1.3 3.5 5.7 (2n—-1)(2n+1) 2n+1

7. Dados nntimeros positivos aj,ay, .. .,a, prueba que:

a —
_2+..._|_m_|_%>n;
as a &

.. n n
ii < \/aap---an;
UK VP T Y ——y 18277

. 1 1 1 )
iii) (& +az+---+an) atmtta)"

;Cudndo las desigualdades anteriores son igualdades?

. a
)+
a

Sugerencia: Usar la desigualdad de las medias aritmética y geométrica.

8. Utiliza la desigualdad de las medias para probar que:

n+1
ab” < (i:_nlb) siendo a>0,b>0,a#b, y neN.

Deduce que para todo nimero natural n se verifica que:

1\" 1 \ Mt 1 \N2 1\
1+- ) < (1+—— , ¥V [1+—— <|1+-
n n+1 n+1 n

nd
1+a)n

10. Prueba que entre todos los rectdngulos de perimetro dado el de mayor 4rea es el cuadrado.

9. SeaqeNya> 0.Prueba que el nlimero es muy pequeiio si n es muy grande.
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Leccion 2

Funciones reales. Funciones elementales

Introduccion

En estaleccién vamos a estudiar con algtin detalle un concepto tedrico importante que es el
de continuidad. En este curso se supone que ya tienes un conocimiento intuitivo de las funcio-
nes elementales (exponencial, logaritmo natural, trigonométricas), no obstante, si yo doy por
sabido algo que tu desconoces hards muy bien en preguntar y yo haré lo posible por despejar
tus dudas.

2.1. Funciones reales

Las funciones son las herramientas principales para la descripcién matematica de una situa-
cién real. Todas las férmulas de la Fisica no son mds que funciones: expresan cdmo ciertas
magnitudes (por ejemplo el volumen de un gas) dependen de otras (la temperatura y la pre-
sién). El concepto de funcién es tan importante que muchas ramas de la matemdtica moderna
se caracterizan por el tipo de funciones que estudian. No es de extrafiar, por ello, que el con-
cepto de funcién sea de una gran generalidad. Ademés, se trata de uno de esos conceptos cuyo
contenido esencial es facil de comprender pero dificil de formalizar.

La idea basica de funcién es la siguiente. Supongamos que tenemos dos conjuntos Ay B; una
funcién de A en B es una regla que a cada elemento de A asocia un tinico elemento de B.

En este curso estamos interesados principalmente en funciones entre conjuntos de nlimeros
reales, es decir, Ay B son subconjuntos de R; con frecuencia B = R. Estas funciones se llaman
funciones reales de una variable real. En lo que sigue nos referiremos solamente a este tipo de
funciones vy, si no se especifica otra cosa, se entiende que B = R. Por tanto, para darnos una
funcién nos deben decir, en principio, el subconjunto A de R donde suponemos que la funcién
estd definida y la regla que asigna a cada ntimero de A un tnico numero real. El conjunto A
recibe el nombre de dominio de la funcién.

10



Funciones reales 11

Las funciones se representan por letras. En la préctica las letras més usadas son f, g y h, pero
cualquiera otra es también buena. Si f es una funcién y x es un nimero que estd en su dominio,
se representa por f(x) (Iéase “f de x”) el nimero que f asigna a x, que se llama imagen de x por
f . Es muy importante en este curso distinguir entre f (una funcion) y f(x) (un ntimero real).

Es importante advertir que las propiedades de una funcién depende de la regla que la define
y también de su dominio, por ello dos funciones que tienen distintos dominios se consideran
distintas funciones aunque la regla que las defina sea la misma.

Criterio de igualdad para funciones.

Dos funciones f y g son iguales cuando tienen igual dominio y f(x) = g(x) para todo x en el
dominio comun.

Notemos también que aunque estamos acostumbrados a representar a las funciones mediante
formulas, no siempre es posible hacerlo.

El simbolo f: A — R se utiliza para indicar que f es una funcién cuyo dominio es A (se supone,
como hemos dicho antes, que A es un subconjunto de R)

Veamos unos ejemplos sencillos.

a) Sea f:R — R la funcién dada por f(x) = x.

b) Sea g: R* — R la funcién dada por g(x) = x°.

0, ixe
c) Sea h:R — R lafuncion dadapor:  h(x) = S1x€Q
1, sixeR\Q
x3+5x+6
d) Sea f(x) = Tx—1

Segtin lo antes dicho, las funciones en a) y b) son distintas. N6tese que la funcién definida en
b) es creciente y la definida en a) no lo es.

La funcién definida en c) es llamada funcién de Dirichlet. Nétese que no es facil calcular los
valores de dicha funcién porque no siempre se sabe si un niimero real dado es racional o irra-

cional. ;Es e+mracional? Pese a ello la funcién esta correctamente definida.

En d) no nos dan explicitamente el dominio de f por lo que se entiende que f estd definida
siempre que f(x) tenga sentido, es decir, siempre que, x2—1%0, estoes, para x+ 1.

El convenio del dominio

Cuando una funcién se define mediante una f(’)rmula‘ f(x) = formula |y el dominio no es expli-
cito, se entiende que el dominio es el mayor conjunto de valores de x para los cuales la expre-
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Funciones reales 12

si6n f(x) tiene sentido como numero real. Este es el llamado dominio natural de la funcién. Si
queremos restringir el dominio natural de alguna manera, entonces debemos decirlo de forma
explicita.

Usaremos la notacién dom(f) para representar el dominio de una funcién f (dicho dominio
puede ser el natural o un subconjunto del mismo). El conjunto de todos los valores que toma
una funcion, { f(x) : xedon(f)}, suele llamarse rango o recorrido de f, o simplemente, la imagen
de f y lo representaremos por imager{f).

Ocurre que el dominio natural de muchas funciones es un intervalo o la unién de varios inter-
valos. Recordemos el concepto de intervalo y cudntos tipos diferentes hay.

2.1 Definicién. Un conjunto | C R se llama un intervalo si siempre que dos niimeros estan en
| todos los niimeros comprendidos entre ellos dos también estan en |. El conjunto vacio, @, se
considera también como un intervalo.

Ademés de R y del @, hay los siguientes tipos de intervalos!.

Intervalos que tienen dos puntos extremos ay b (donde a < b son nameros reales):

= {xeR:a<x<bh}; (intervalo cerrado)
= {xeR:a<x<b}; (intervalo abierto)
= {xeR:a<x<b}; (intervalo abierto a derechay cerrado a izquierda)
= {xeR:a<x<b}; (intervalo abierto a izquierda y cerrado a derecha)

Intervalos que tienen un tinico punto extremo c€R llamado origen del intervalo:

]| —oo,c[ = {xeR:x<c} ; (semirrectaabierta alaizquierda)
] —oo,c] = {xeR:x<c}; (semirrecta cerrada alaizquierda)
Je,+o00] = {XxeR:x>c} ; (semirrecta abierta ala derecha)
[c,4o00] = {xeR:x>c}; (semirrectacerrada ala derecha)

Como esla primera vez que aparecen, hay que decir que los simbolos +occ (1éase: “mads infinito”)
y —oo (léase: “menos infinito"); son eso: simbolos. No son niimeros. Cada vez que aparece uno
de ellos en una situacion determinada hay que recordar como se ha definido su significado
para dicha situacién. A veces, se escribe R =] — oo, +00].

La mayoria de las funciones que vamos a usar en este curso pertenecen a la clase de las
funciones elementales. Se llaman asi porque pueden obtenerse a partir de ciertos tipos de fun-
ciones bien conocidas realizando las operaciones de suma, producto, cociente y composicion
de funciones.

Dadas dos funciones f y g se define su funcién suma (resp. producto) como la funcién que a
cada nimero xedom(f)Nndomg) asigna el nimero real f(x)+g(x) (resp. f(x)g(x)). Dicha funcién
se representa con el simbolo f + g (resp. fg). Se define la funcién cociente de f por g como la
funcién que a cada nimero xedom(f) Ndom(g) con g(x) # 0 asigna el namero real m Dicha

g(x)

. f . - .
funcién se representa con el simbolo g También podemos multiplicar una funcién f por un

IEste resultado, en apariencia evidente, no podriamos demostrarlo con las herramientas de que disponemos hasta
ahora.
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Funciones reales 13

ndmero o para obtener la funcién of que asigna a cada xe dom(f) el namero af(x). De todas
formas, el producto de un nimero por una funcién puede considerarse como un caso parti-
cular del producto de funciones, pues se identifica el nimero a con la funcion constante que
toma como Unico valor a.

Las propiedades de la suma y el producto de funciones son las que cabe esperar y su demostra-
cién es inmediata pues se reducen a las correspondientes propiedades de los nimeros.
Cualesquiera sean las funciones f, gy h se verifica:

Propiedades asociativas. (f+g)+h=f+(g+h); (fglh=f(gh)

Propiedades conmutativas. f +g=g+ f; fg=gf

Propiedad distributiva. (f + g)h= fh+gh

Composicion de funciones

Supongamos que f y gson funciones verificando que imager{f) c dom(g). En tal caso, la funcién
h dada por h(x) = g(f(x)) para todo xe dom(f) se llama composicién de g con f y se representa
por go f. La composicién de funciones es asociativa, esto es

(gof)oh=go(foh)

Funciones inyectivas

Se dice que una funcién f es inyectiva en un conjunto A C dom(f), si en puntos distintos de A
toma valores distintos; es decir, x,ye A y x# Y, entonces f(x) # f(y). Se dice que f es inyectiva
cuando es inyectiva en dom(f).

La funcidon inversa de una funcién inyectiva

Si f es una funcion inyectiva, puede definirse una nueva funcién f~1:imager{f) — R que
llamaremos funcion inversa de f, que a cada ntimero y € imager{f) asigna el tinico ndmero
xedomf) tal que f(x) = y. Equivalentemente f~1(f(x)) = x para todo x€ dom(f), y también
f(f~1(y)) =y para todo yedom(f~1) = imager(f).

Funciones monétonas

Se dice que una funcién f es creciente (resp. decreciente) en un conjunto A C dom(f), si
f conserva (resp. invierte) el orden entre puntos de A, es decir, si X,y € A y X <y, entonces
f(x) < f(y) (resp. f(X) > f(y)). Se dice que f es creciente (resp. decreciente) cuando lo es en
todo su dominio (A = donf)). Se dice que una funcién es mondrona para indicar que es cre-
ciente o decreciente. Una funcién mondétona e inyectiva se dice que es estrictamente mondtona,
pudiendo ser estrictamente creciente o estrictamente decreciente.
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Estudio descriptivo de las funciones elementales 14

Grafica de una funcién

La grafica de una funcién f es el conjunto de pares de niimeros {(x, f(x)) : xedom(f)}.

La gréfica de una funcién pone de manifiesto, a simple vista, muchas de sus propiedades. Para
dibujar gréficas de funciones se precisan herramientas de cdlculo que estudiaremos mds ade-
lante.

2.2. Estudio descriptivo de las funciones elementales?

Funciones polinémicas y funciones racionales

Las funciones polinémicas o polinomios son las funciones de la forma
P(X) = Co+ C1X+ X2 4 - - + Cx"

donde co, ¢y, ..., Cn son ntimeros reales llamados coeficientes del polinomio; ne N es un niimero
natural que, si ¢, # 0, se llama grado del polinomio. Las funciones polinémicas tienen como
dominio natural de definicién la totalidad de R aunque con frecuencia nos interesard estudiar
una funcién polinémica en un intervalo.

Mientras que la suma, el producto y la composicién de funciones polinémicas es también
una funcién polinémica, el cociente de funciones polinémica da lugar a las llamadas funciones
racionales. Una funcion racional es una funcién de la forma:

P(x
R(x) = P
Q(x)
donde P (el numerador) y Q (el denominador) son polinomios y Q no es el polinomio constante
igual a 0. La funcién R tiene como dominio natural de definicién el conjunto {x€R : Q(x) # 0}.
Observa que las funciones polinémicas son también funciones racionales (con denominador
constante 1).

Es inmediato que sumas, productos y cocientes de funciones racionales son también funciones
racionales; y la composicién de dos funciones racionales es también una funcién racional.

Raices de un nimero

Dados un nimero real x > 0 y un nimero natural k > 2, hay un tinico namero real positivo,
z> 0, que verifica que Z = x. Dicho nimero real z se llama la raiz k-ésima o de orden k de x y
se representa por /X o por x1/k.

Ademas, si y > 0, se verifica que:
i) x<y si,ysoélosi, X< &y
i) YXy= X

2El estudio de las funciones elementales que haremos aqui se complementa con el cuaderno de Mathematica que
estd en http://www.ugr.es/local/fjperez/funciones_elementales.nb.
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Estudio descriptivo de las funciones elementales 15

Six < Oykes impar se define ¥/x= —¥/|x|

Potencias racionales

Dados x>0, peZy €N, definimos xP/9= {/xP. Notemos que ( /X)P= ¥/xP pues
((95)P)1= (9P (B3P =0

Naturalmente, si p/q=m/n donde meZyneN, entonces se comprueba ficilmente que xP/9=
x™N En consecuencia, si r es un nimero racional podemos definir, sin ambigiiedad alguna, la
potencia x" por x" = xP/9, donde peZy &N son tales que r = p/q.

Logaritmos

Vamos a hacer un estudio descriptivo de estas funciones. Nos limitaremos a recordar sus
definiciones y propiedades basicas, dejando para mds adelante un estudio riguroso de las mis-
mas.

Dado un ntimero a > 0, a# 1, y un nimero X > 0, se define el logaritmo en base a dex como
el tinico niimero y<€ R que verifica la igualdad a¥ = x. El logaritmo en base a de x se representa
por el simbolo log, x. Observa que, por definicién, para todo x > 0 es a'°%* = x,

El dominio de la funcién log, es R, y su imagen
es R. La funcién es estrictamente creciente sia> 1y
estrictamente decreciente si a < 1. La propiedad basi-
ca de los logaritmos es que convierten productos en

sumas:
1 2 3 4 5
log,(xy) = l0g;x+logy (x> 0,y>0) B
Los logaritmos decimales corresponden a tomara= 10 ,
y los logaritmos naturales, también llamados neperia-
nos (en honor de John Napier 1550-1617), correspon-
den a tomar como base el nimero e. El niimero ees un Figura 2.1: Funci6n log,(x), (a> 1)

numero irracional que puede aproximarse arbitraria-
mente por ndmeros de la forma (1+ 1/n)" para valores grandes de n. Un valor aproximado de e
€s2,7182818284

En esta asignatura trabajaremos siempre, salvo que explicitamente se indique lo contrario,
con la funcién logaritmo natural, que notaremos log (la notacién, cada dia més en desuso, “In”,
para dicha funcién no serd usada en este curso).

Teniendo en cuenta que

logx
loga
podemos deducir muy facilmente las propiedades de la funcién logaritmo en base a a partir de
las propiedades de la funcién logaritmo natural.

log,x = (x>0)
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Exponenciales

La funcién inversa de la funcién log, es la funcién exponencial de base a, que se representa por
exp,. Por tanto, para cada xeR, exp,(X) es, por definicidn, el inico nimero positivo cuyo logarit-
mo en base a es igual a x: log,(exp, (X)) = x. Es facil comprobar que sir € Q entonces exp,(r) =a',
por lo que se usa la notacién exp,(x) = a*.

El dominio de la funcién exp, es R, y su imagen es R*. La
funcién es estrictamente creciente si a > 1y estrictamente
decreciente si a < 1. La propiedad basica de exp, es que con-
15 vierten sumas en productos:

20

B expy(x+y) =exp(X)exp(y) (X YER)
Dos funciones exponenciales cualesquiera, exp, y exp,, estan

e " 5 ;- relacionadas por la igualdad:

Figura 2.2: Funcién exp,(x), a> 0 expy(X) = exp,(x1og,b) (XER)

La funcién exponencial de base e, inversa de la funcion logaritmo natural, se notard simple-
mente por exp Por tanto exp(x) = €*. Con ello tenemos que:

XY =eVogx (x> 0,yeR)

La letra e se eligi6 en honor del gran matematico Leonhard Euler (1707-1783). A primera vista
puede parecer que no hay razones particulares para llamar natural al nimero e. Las razones
matemadticas de esta eleccion se verdn al estudiar la derivacién. Sin embargo, hay muchos pro-
cesos de crecimiento que hacen del nimero e una base exponencial extremadamente til e
interesante. Veamos unos ejemplos.

Interés compuesto. Supongamos que invertimos un capital inicial, P, a una tasa de interés
anual r (expresado en tanto por uno), ;cudnto dinero tendremos cuando hayan pasado k afios?
Respuesta: depende de c6mo se paguen los intereses. En el interés simple se paga el total de los
intereses al terminar la inversion, por lo que el interés total producido es igual a Prk, y el capital
final serd igual a P(1+ rk).

Sin embargo, lo usual es que se paguen intereses en periodos més cortos de tiempo. Estos
intereses se acumulan al capital inicial y producen, a su vez, nuevos intereses. Esto se cono-
ce como interés compuesto. Por ejemplo, si el interés se paga n veces al afio (trimestralmente
(n = 4), mensualmente (n = 12), etcétera) al final del primer periodo tendremos P(1+r/n), al
final del segundo P(1+r/n)?; al final del primer afio P(1+r/n)", al final del k-ésimo afio tendre-
mos P(1+r/n)"™

Cuando n es muy grande, el nimero (1+r/n)" es aproximadamente igual a €'. Precisamente, si
los interese se acumulan instantdneamente al capital, lo que se conoce como interés compuesto
continuo, entonces el capital al final del k-ésimo afio viene dado por P e™%.

Crecimiento demografico. Llamemos P, la poblacién mundial actual, y sea A la tasa anual de
crecimiento expresada en tanto por uno, la cual suponemos que se mantiene constante. Note-
mos por P(t) la poblacién mundial pasados t afios.
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Pasado un afo, la poblacién serd P(1) = Py+ APy = (1+ A)Py. Utilizamos el signo = y no el =
porque hemos calculado el crecimiento de la poblacién APy como si esta fuese constantemente
igual a Py en todo el afio, lo que no es correcto.

Obtendriamos un resultado mds exacto si consideramos el crecimiento de la poblacién men-
sualmente. Como la tasa de crecimiento mensual es A/12, pasado un mes la poblacién sera

12
1+ %Z)Po, y pasados doce meses P(1) = (1+ 1—2) Po. El célculo sigue siendo aproximado, pues

la poblacién crece continuamente. Para obtener una mejor aproximacion podriamos conside-
rar dias en vez de meses; en general si dividimos el afio en n periodos, obtendriamos como
aproximacion:

A n
P(1) = <1+—> P
n
Cuanto mayor sea n menor serd el error que cometemos. Si hacemos que n crezca indefinida-
mente, entonces el niimero <1+ ﬁ> se convierte en €\, por lo que P(1) = € Py. Si el periodo de

tiempo es de't afios, entonces P(t) = Pyel.

Funcién potencia de exponente real a

Se llama asi la funcién cuyo dominio es R™ que a cada x > O asigna el nimero x2. Puesto que
x? = exp(alogx), las propiedades de esta funcioén se deducen con facilidad de las propiedades
de las funciones exponencial y logaritmo natural.

Funciones trigonométricas

Vamos a hacer un estudio descriptivo de estas funciones. Nos limitaremos a recordar sus
definiciones y propiedades bdsicas, dejando para mds adelante un estudio més riguroso de las
mismas.

La palabra tri-gono-metria significa “medida de las figuras con tres esquinas”, es decir, de
los tridngulos. La trigonometria (plana) es el estudio de las relaciones entre las longitudes de
los lados de un tridngulo (plano) y las medidas de sus dngulos. Por ello, las funciones trigono-
métricas se definieron originalmente mediante tridngulos rectdngulos. No obstante, interesa
definir dichas funciones usando la circunferencia unidad, es decir, la circunferencia centrada
en Oy de radio 1.

El concepto mads especifico de la trigonometria es el de medida de un dngulo. Para medir un
dngulo llevamos su vértice al origen y medimos la longitud del arco de la circunferencia unidad
que dicho dngulo intercepta, obtenemos asi un nimero que llamamos la medida (absoluta, es
decir no orientada) del 4ngulo en cuestion. Naturalmente, lo primero que hay que hacer para
medir cualquier cosa es elegir una unidad de medida. Pues bien, para medir 4ngulos suelen
usarse dos unidades de medida.

Hay una expresién que estamos acostumbrados a usar y cuyo significado conviene precisar.
Me refiero a la expresion: “una circunferencia de radio r”. Cuando empleamos dicha expresién
se sobreentiende que el radio r de la circunferencia es un nimero expresado en alguna unidad
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de medida de longitudes. Es decir, la expresién “una circunferencia de radio r” presupone que
hemos fijado una unidad de medida con la cual hemos medidor.

Medida de angulos en grados

Supongamos que tenemos una circunferencia de radio r. Para medir dngulos en grados
sobre dicha circunferencia lo que hacemos es tomar como unidad de medida un arco cuya
longitud sea igual a la longitud total de esa circunferencia (2rr) dividida por 360 Un dngulo de

un grado es el que intercepta en una circunferencia de radio r un arco cuya longitud es igual a
2mr

360

Medida de 4ngulos en radianes

Supongamos que tenemos una circunferencia de radio r. Para medir dngulos en radianes
sobre dicha circunferencia lo que hacemos es tomar como unidad de medida un arco cuya lon-
gitud sea igual a la del radio. Un dngulo de un radidn es el que intercepta en una circunferencia
de radio r un arco cuya longitud es igual ar.

Las palabras “grado” y “radidn” se usan tanto para referirse a los respectivos dngulos como
a las medidas de sus arcos. Es asi como debes interpretar la expresion “la longitud total de
la circunferencia es 360 grados y también es igual a 2 radianes”. Serfia mas exacto decir: “la
longitud total de la circunferencia es 360 veces la longitud de un arco de un grado y también es
igual a 2rtveces la longitud de un arco de un radidn’. Evidentemente, la longitud de un arco de
un radidn es igual al radio de la circunferencia.

La relacion entre grados y radianes viene dada por:
360 grados = 21 radianes

No hay que olvidar que gradosy radianes no son otra cosa que unidades de medida de longitu-
des, al igual que lo son el metroy el centimetro. En la navegacion y en la astronomia los dngulos
se miden en grados, pero en Calculo es preferible medirlos en radianes porque se simplifican
las cuentas. Por ejemplo, la longitud de un arco de circunferencia se obtiene multiplicando la
longitud del radio de dicha circunferencia por la medida en radianes del &angulo que correspon-
de a dicho arco.

Observa que la ventaja de medir arcos en radianes es que, en tal caso, la misma unidad con
la que medimos el radio nos sirve para medir arcos. Por ejemplo, si el radio es 1 centimetro el
radidn también mide 1 centimetro; mientras que la medida de un grado en centimetros seria
2m/360~ 0,0174533

Convenio de los dngulos: usar radianes

De ahora en adelante, a menos que se establezca explicitamente otra unidad, supondremos
que todos los dngulos estdn medidos en radianes.
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Funciones seno y coseno

Hay dos funciones que suelen confundirse: el seno de un angulo y el seno de un niimero.
En geometria se habla del seno de un dngulo y en Célculo usamos la expresion ser( v/'2) para
referirnos al seno del niimero /2. ;Qué relacién hay entre uno y otro? Antes que nada hay que
decir que tanto el seno de un dngulo como el seno de un niimero son niimeros, pero mientras
que el seno de un dngulo tiene una sencilla definicién geométrica, no es evidente, a priori,
como se puede definir el seno de un namero.

La idea consiste en asociar a cada nimero un (Gnico) dngulo y definir el seno del niimero
como el seno del dngulo que le corresponde. Es evidente que a cada nimero x > 0 le pode-
mos asignar de manera tinica un angulo “enrollando” el segmento [0, x] sobre la circunferencia
unidad, en sentido contrario a las agujas del reloj, de forma que el origen de dicho segmento
coincida con el punto U = (1,0) de la circunferencia. Obtenemos asi un punto P, de la circun-
ferencia unidad. Pues bien, si las coordenadas de Px son (a,b), se define:

y

P
serx = seno del angulo(OUR) = b
b longitud x cosx = coseno del dngulo(OUR) = a
Al ser igual a 2mtla longitud de la circunferencia uni-
X

o a U dad, es claro que Pxon = Py, por lo que sern(x) =
ser(x+ 2m) y cogX) = cogx+ 2m). Observa también
que si 0 < x < 211, entonces la medida en radianes del
angulo OU R es igual a x, es decir:

sernx) = seno del dngulo de x radianes (0<x < 2m)

Si x < 0 podemos proceder con el segmento [x,0] de forma andloga a la anterior, con la di-
ferencia de que ahora enrollamos dicho segmento sobre la circunferencia unidad en el sentido
de las agujas del reloj, de forma que su extremo 0 coincida con el punto U = (1,0) de la circun-
ferencia. Obtenemos asi un punto P, = (c,d) de la circunferencia unidad y se define, igual que
antes ser(x) = d, cogx) = c. Es facil ver que si P, = (c,d), entonces P_x = (c,—d). Resulta asi que
senx) = —sern(—x) y cogx) = cog—X).

—2m -7 {0 T \/211
-1

Observacion

Podemos definir la funcién seno en grados sin mas que interpretar que x es la medida en
grados del angulo que le corresponde. El hecho de que se use la misma notacién para ambas
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funciones es la causa de muchos errores. Si notamos serf (x) el valor del seno del d4ngulo cuya
media es x grados, y notamos seri(x) el valor del seno del dngulo cuya media es x radianes (es
decir, la funcién que hemos definido antes); la relacion entre ambas funciones viene dada por:

21X X
serf (x) = senl 360" sen 180

Es frecuente que serf (x) se escriba como serx®. Por ejemplo ser(45°). A esta mala notacién se
deben las dudas que a veces surgen sobre el significado de serxy que llevan a preguntar: “;esta x
en grados o en radianes?”, cuando lo que realmente deberia preguntarse es “;se trata de ser?(x)
o de seri(x)?”; porque, en ambos casos, X es tan s6lo un nimero al que no hay por qué ponerle
ninguna etiqueta.

Insistimos, una tltima vez: en este curso de Célculo el nimero serx significard siempre ser x.
Por tanto sern(1t/4) + ser(45) (pero ser(11/4) = ser?(45)).

Propiedades de las funciones seno y coseno

Las funciones seno y coseno son funciones reales cuyo dominio es todo R. Las identidades
basicas que dichas funciones verifican son:

serfx+cox=1  (X€R)
Como se ha dicho antes, las funciones seno y coseno son periédicas de periodo 21t
sen(x+ 2m) = serx, cogX+ 2m) =cosx (X€R)
La funcién seno es impar y la funcién coseno es par:
sen—x) = —serx, cog—X) =cosx (XER)

Todas las propiedades anteriores se deducen facilmente de las definiciones dadas. Las siguien-
tes igualdades, conocidas como formulas de adicién, se probardn més adelante:

senX+y) = serxcosy + cosxsery

COYX+Y) = COSXCOSy — SErXxsery

La funcién seno se anula en los miltiplos enteros de 1, es decir, en los puntos de la forma kit
donde k es un entero cualquiera. La funcién coseno se anula en los puntos de la forma krt+ 11/2
donde k es un entero cualquiera.

Las funciones tangente y secante, que se representan por tg y secson las funciones definidas
en el conjunto R\ {krni+11/2:keZ} = {xeR: cosx# 0}, por:
serx 1
tgx=——, sex=——
COSX COoSX
Las funciones cotangente y cosecante, que se representan por cotgy cscson las funciones defi-
nidas en el conjunto R\ {krt: ke Z} = {xeR : serx # 0}, por:
cosx 1
cotgx=——, CSCX=——
serx serx

Las propiedades de estas funciones se deducen con facilidad de las propiedades del seno y del
coseno. Por ejemplo, tg(x) = tg(x+ 11); es decir, la funcién tangente es periddica de periodo 1t
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Las funciones arcoseno, arcocoseno y arcotangente

Lo primero que hay que decir es que ninguna de las funciones “seno”, “coseno”, “tangente”,
es inyectiva pues todas ellas son periddicas y, por tanto, toman cada uno de sus valores en
infinitos puntos; en consecuencia, ninguna de ellas tiene inversa. Por tanto, no debe decirse
que las funciones arcoseno, arcocoseno, arcotangente sean las funciones inversas del seno, del
coseno o de la tangente: eso no es cierto. Hecha esta observacién imprescindible, pasemos a
definir dichas funciones.

La funcién seno es estrictamente creciente en el intervalo [—11/2,11/2] y en dicho intervalo
toma todos los valores comprendidos entre —1y 1, ser([—1/2,1/2]) = [-1,1]. En consecuencia,
dado un nimero x € [—1,1] hay un tinico ntimero y € [—1/2,71/2] tal que sery = x; dicho ntime-
ro y se representa por arcsernx y se llama el arcoseno de x. Es decir, el arcoseno es la funcion
arcsen]—1,1] — R definida por ser{arcserx) = xy —3 < arcsen < 3. Observa que la igualdad
arcselfserx) = x, es cierta si, y s6lo si, —1/2< x < 1/2.

1
3 Tt
y = arcserx
. . /2
y = arccos
—_
2 1 1
Figura 2.3: Funcién arcserx Figura 2.4: Funci6n arc cox

La funcién coseno es estrictamente decreciente en el intervalo [0, 1] y en dicho intervalo toma
todos los valores comprendidos entre —1 y 1. Por tanto, dado un ntimero x € [—1,1], hay un
tnico niimero y € [0, 1] tal que cosy = x; dicho nimero y se representa por arccox y se llama
arcocoseno de x. Es decir, arcocoseno es la funcién arccos]—1,1] — R dada por co§arccox) = x
y 0<arccox < 1. Observa que la igualdad arccogcosx) = x, es cierta si, y s6lo si, 0 < X< Tt

La funcidén tangente es estrictamente creciente en el intervalo | — 1t/2, 11/2[ y en dicho inter-
valo toma todos los valores reales, tg(] — /2, 71/2[) = R. En consecuencia, dado un niimero x€R,
hay un tinico niimero y €] — 11/2,11/2] tal que tgy = x; dicho nimero y se representa por arctgx y
se llama el arcotangente de x. Es decir, el arcotangente es la funcién:

arctg:R — R definida por: tg(arctgx) = x, —g <arctg < g

Observa que la igualdad arctgtgx) = x, es cierta si, y sélo si, —1/2 < x < 11/2.
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N

y = arctgX

Las funciones hiperbdlicas

Hay algunas combinaciones de las funciones exp(x) y exp(—x) que aparecen con tanta frecuen-
cia que se les da nombre propio. Ellas son las funciones seno hiperbélico, representada por senh
y coseno hiperbélico, representada por cosh y estdn definidas para todo xeR por:

ef+eX eX—e X
2

coshx = — senhx =

y = coshx
y = sentx

Propiedades de las funciones seno hiperbélico y coseno hiperbélico

Las funciones seno hiperbélico y coseno hiperbélico son funciones reales cuyo dominio es todo
R. La identidad basica que dichas funciones verifican es:

costfx—sentfx=1  (xeR)
La funcién seno hiperbdlico es impar y la funcién coseno hiperbélico es par:
senl{—x) = —senkx, cosh{—x) =coshx (xeR)

La funcién seno hiperbélico es estrictamente creciente en R. La funcién coseno hiperbélico es
estrictamente creciente en R} .

Todas las propiedades anteriores se deducen facilmente de las definiciones dadas.
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La funcién tangente hiperbdlica que se representa por tghes la funcién definida para todo xeR
por:

_senlx  e*—e*

- costx  eXteX

y = tghx
-1

De forma anéloga se definen las funciones cotangente, secante y cosecante hiperbdlicas.

Las funciones hiperbdlicas inversas

La funcién seno hiperbdlico es una biyeccién de R sobre R cuya inversa, representada por,
argsenh(léase argumento seno hiperbdlico) viene dada por:

argsentx = log(x+ V/x?+1) (X€R)

y = argsenlix .
- -z p i y = argcoslkx

1 2 3 4

La funcién tangente hiperbdlica es una biyeccién de R sobre el intervalo | — 1, 1] cuya inversa,
representada por, argtgh (léase argumento tangente hiperbdélica) es la funcién definida en el
intervalo | — 1,1 por:
1 14X
argtghx= - log [ —— —l<x<1
gtghk = 5 g(l_x> (-l<x<1)

La funcién coseno hiperbdlico es inyectiva en R{ y su imagen es la semirrecta [1,+oo|. La fun-
cion, definidaen [1,+oc[, que a cada niimero x > 1 asigna el inico ndmero y > Otal que coshy =X,
se llama argumento coseno hiperbélico, se representa por, argcoshy viene dada por:

argcoshx = log(x+ v/x?—1) (x>1)

= argtghx
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La razén de por qué estas funciones se llaman hiperbdlicas es que, al igual que los puntos de
la circunferencia unidad pueden representarse en la forma (cog,sert), los puntos en la rama
derecha de la hipérbola unitaria x? — y? = 1 pueden representarse como (costt,sentt).

Naturalmente, la importancia de las funciones trigonométricas procede de que multitud de
fenémenos naturales son de naturaleza ondulatoria. Todos sabéis lo que es un electrocardio-
grama; pues bien, la grafica que aparece en ese informe clinico no es mas que superposiciones
de graficas de senos y cosenos.

Las funciones hiperbélicas, por su parte, también sirven para describir el movimiento de
ondas en s6lidos eldsticos, o la forma que adoptan los cables eléctricos colgantes. Hay una her-
mosa curva llamada catenaria cuya ecuacion es de la forma y = acoshx/a) (donde se entiende
que aes una constante). La catenaria es la forma que adopta una cadena perfectamente flexible
suspendida de sus extremos y bajo la accidn de la gravedad.

2.3. Ejercicios

1. Compara a°9® con b'°92,
_1 1 1
logy(a) logy(a) ~loge(a)  logy(a)
3. ;Es correcto escribir log(x— 1)(x— 2) =log(x— 1) + log(x— 2)?
4. Prueba que log(x+ v1+x?)+log(v1+x%?—x)=0.
5. Resuelve x VX = (/X)X

2. Resuelve

6. Simplifica las expresiones a°9(°9)/1092 " |oq_(log,(a®)).
7. Resuelve el sistema: 7(log,x+log,y) =50, xy= 256 Se supondra que x>y > 1.
8. Indica cudl de los dos ntimeros 1,2345670:334568 y 1 234568334567 5 el mayor.

9. Calcula los valores de x para los que se verifica la igualdad:

10. Sea f: Rt — R una funcién que verifica las propiedades:
1. f(xy) = f(x)+ f(y) paratodos x,y en R*;
2. f(x)>0 para todo x>1;
3. f(e)=1.
Demuestra que f(x) =log(x) para todo xeR™.
Sugerencias: a) Prueba primero que f es creciente y que f(€') =r paratodoreQ.

b) Sea ¢(x) = f(exp(x)). Justifica que ¢ es estrictamente creciente. Sup6én que hay algin
numero a tal que ¢(a) # a y deduce una contradiccién (utiliza que entre dos ntimeros
reales cualesquiera siempre hay algtin ntimero racional).
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11. Prueba las igualdades siguientes.

cogqarctgx) = 1 ser(arctgx) = X
Vit x2 Vit x2
tan(arcserx) = % vxe]—1,1], arccox+ arcsenx= 1_21 xe[-1,1]
1-x

b
12. Sean a,beR tales que @ +b?=1, a# —1. Definamos § = 2arctgm. Prueba que cos9 =3,
send =h.

13. Prueba por induccion la siguiente igualdad.

X nx n+1
senz (serx+senX+ - --+semx) = sen? senTx

tgx+tgy

————==_5Qué i h hacer?.
1_tgxtgy ;Qué excepciones hay que hacer

14. Prueba que tg(x+Yy) =

15. Indica para qué valores de x e y se verifica la igualdad arctgx+ arctgy = arc tg%}i’y .
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Leccion 3

Numeros complejos. Exponencial compleja

Introduccion

Los ntimeros complejos son una herramienta bésica de célculo. Son especialmente ttiles
para trabajar con funciones sinusoidales, y por eso se hace uso constante de ellos siempre que
representamos una sefial por medio de dichas funciones, y no hay que olvidar que ése es el
propésito basico de los “métodos de Fourier”. La Transformada de Fourier Discreta, una herra-
mienta fundamental en el tratamiento digital de sefiales, toma valores complejos. Las transfor-
madas de Fourier y de Laplace son funciones complejas. La transformada z, al igual que otras
transformadas de uso frecuente, se define como una serie de nimeros complejos. La funcién
exponencial compleja desempefia un papel fundamental en el estudio de los sistemas LTT (sis-
temas lineales invariantes en el tiempo) y también en la teoria de las ecuaciones diferenciales
lineales.

3.1. Operaciones basicas con nimeros complejos

3.1 Definicién. Consideremos en el conjunto R? las operaciones de adicién y producto defini-
das por
(a,b)+(c,d) = (a+c,b+d)
(a,b)(c,d) = (ac—bd,ad+ bc)
Es muy facil comprobar las propiedades asociativa, conmutativa y distributiva de las opera-
ciones asi definidas. El elemento neutro de la suma es (0,0) y (1,0) es la unidad del producto.
Ademas, (—a, —b) es el opuesto de (a,b), y todo (a,b) # (0,0) tiene inverso
a —b

ab)| —=,—5—— ) =(1,0

(3b) (aZer2 a2+b2) (1,0
Todas estas propiedades se resumen diciendo que (R?,+,-) (Iéase “el conjunto R? con las ope-

raciones de adicién y producto”) es un cuerpo. Dicho cuerpo se representa simbdlicamente por
Cy sus elementos se llaman niameros complejos.

26
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Comentarios ala definicion

Alos elementos de R? se les llama unas veces pares ordenados de niimeros reales, otras vec-
fores o puntos y también niimeros complejos. La razén de esto es que en R? conviven varias
estructuras cada una con su terminologia propia. Por eso a los elementos de R? se les llama
vectores si se estd considerando la estructura de espacio vectorial, puntos si fijamos la atencién
en la estructura topolégica o afin, pares ordenados cuando estamos pensando en R? como con-
junto sin ninguna estructura particular y niimeros complejos cuando se considera la estructura
de cuerpo antes definida. Ocurre que estos términos se usan a veces en un mismo parrafo lo
que puede resultar confuso. La regla que debes tener siempre presente es que todo concep-
to matemadtico tiene sentido propio dentro de una determinada estructura matemaética. Por
ello, a un elemento de R? se le llama ntimero complejo cuando se va a usar el producto antes
definido que es lo que en realidad distingue a los ntimeros complejos de los vectores de R?.

Forma cartesiana de un niimero complejo

El simbolo usual (a,b) para representar pares ordenados no es conveniente para represen-
tar el nimero complejo (a,b). Para convencerte calcula (1,—1)* Representaremos los nimeros
complejos con un simbolismo mds apropiado. Para ello hacemos la identificacién (a,0) = ayel
ndmero complejo (0,1) lo representaremos por i. Con ello tenemos que

i2=(0,1)(0,1) = (-1,0) = -1
Ahora podemos escribir
(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a+bi

Se dice que a es la parte real y b es la parte imaginaria del niimero complejo z=a-+iby
escribimos a = Re(z), b = Im(2). El producto ahora es muy fécil de recordar pues

(a+ib)(c+id) = ac+i%bd+i(ad+ bc) = ac— bd+ i(ad+ bc)

Comentarios ala definicién usual i = /-1

Acabamos de ver que i2 = —1 pero eso no nos permite escribir asi, sin mas ni méas, que
i = v/—1. Fijate lo que ocurre si ponemos i = v/—1ymanejamos ese simbolo con las reglas a las
que estamos acostumbrados:

iZ=—1=ii=+v—1vV-1= /(-1)(-1)= Vi=1
Luego 1 = —1. Por tanto, las matemadticas son contradictorias y aqui hemos acabado.

Naturalmente, el error, procede de que estamos haciendo disparates. Fijate que en la expre-
sion /—1 no puedes interpretar que —1 es el niimero real —1 (porque, como sabes, los nimeros
reales negativos no tienen raiz cuadrada real), sino que tienes que interpretar —1 como el niime-
ro complejo —1 (espero que ya tengas clara la diferencia). Resulta asi que estamos usando raices
de nimeros complejos sin haberlas definido y dando por supuesto que dichas raices verifican las
mismas propiedades que las de los niimeros reales positivos.
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Antes de escribir v/—1 hay que definir qué significa ,/z para ze C. Cuando lo hagamos ve-
remos jsorpresa! que la igualdad \/z\/w= ,/zw, vdlida cuando ZzweR™, no es cierta en general
cuandoz,weC.

Todavia mas disparatado es definir i = \/—1sin ni siquiera haber definido antes los numeros
complejos. Sin embargo, y aunque parezca mentira, en muchos textos se define (porque si, sin
mas explicaciones) i = v/—1y a continuacion se dice que los niumeros de la forma a+ib son los
ntmeros complejos. No es de extraiiar que luego resulte que 1 = —1.

No hay un orden en C compatible con la estructura algebraica

Al ampliar R a C ganamos mucho pero también perdemos algo. Te recuerdo que R tiene dos
estructuras: la algebraica yla de orden. Ambas estructuras estdn armoniosamente relacionadas.
Pues bien, en C no hay nada parecido. Podemos definir relaciones de orden en C, pero no hay
ninguna de ellas que sea compatible con la estructura algebraica. Es decir, es imposible definir
un concepto de nimero complejo positivo de forma que la suma y el producto de complejos
positivos sea positivo. Por ello no se define en C ningtin orden. Asi que ya sabes: jnunca escribas
desigualdades entre niameros complejos! Naturalmente, puedes escribir desigualdades entre
las partes reales o imaginarias de nlimeros complejos, porque tanto la parte real como la parte
imaginaria de un nimero complejo son numeros reales.

3.1.1. Representacion grafica. Complejo conjugado y médulo

Es usual interpretar el niimero complejo x+ iy como el vector del plano (x,y) y, en ese sen-
tido, se habla del plano complejo. El eje horizontal recibe el nombre de eje real, y el eje vertical
recibe el nombre de eje imaginario. Si z= x+ iy es un nimero complejo (con X e y reales), en-

7
QF—-—=== -

AN
Az=0—-1ib

Figura 3.1: Representacién de un ntimero complejo
tonces el conjugado de zse define como:
Z=X—1ly
y el m6dulo o valor absoluto de z, se define como:

|z = /X +y?
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Geométricamente, Zes la reflexién de zrespecto al eje real, mientras que |z| es la distancia eucli-
dea del punto (x,y) a (0,0) o, también, la longitud o norma euclidea del vector (x,y) (ver figura
3.1). La distancia entre dos nlimeros complejos zy w se define como |z— w|.

La representacion grafica de la suma es conocida. Dos ntimeros complejos z=a-+ibyw=
c+id determinan un paralelogramo cuya diagonal (ver figura 3.2) es z+w. Se comprueba facil-

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
C a a—+c

Figura 3.2: Suma de nimeros complejos

mente que si zy w son nimeros complejos se verifica que Z=z, Z+ W= Z+Wy ZW= ZW.

Laigualdad |z|*> = Zz que se deduce directamente de la definicién de médulo de un niimero
complejo, permite probar con facilidad que para todos zweC es

a) [zwW=|z[|w y b) [z+w <|z|+]|W
También son de comprobacién inmediata las desigualdades

méax{|Rez|,|Imz} < |z| < |Rez/ + |ImZ 3.1)

3.1.2. Forma polar y argumentos de un niimero complejo

El uso de coordenadas polares en el plano facilita mucho los célculos con productos de
ndmeros complejos. Para cualquier nlimero complejo z= x+ iy # 0 podemos escribir

XLy
2=lel(g i)

X . . . s
Como (— l) es un punto de la circunferencia unidad, puede escribirse en la forma

z|’ |z

Xy
—,—) = (cosd,send
(|Z| |Z|) ( )

para algtin nimero 9 € R. Resulta asi que
z=z|(cosd +isend)

Esta forma de expresar un niimero complejo recibe el nombre de forma polar, cuya interpre-
tacién grafica vemos en la figura siguiente.
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Figura 3.3: Forma polar de un ntimero complejo

Dado zeC, z+ 0, hay infinitos nlimerost €R que verifican la igualdad z= |z| (cog, sert) cual-
quiera de ellos recibe el nombre de argumento de z El conjunto de todos los argumentos de
un nimero complejo no nulo se representa por Arg(z).

Arg(z) = {teR:z=|z|(cost +isert)}
Observa que

coqt) = cogs)

S teArg(z) < { sin(t) = sin(s)

} <= s=t+ 2km para algin keZ
Por tanto, conocido un argumento t, € Arg(z) cualquier otro es de la forma t, + 2k para algin
keZ, es decir, Arg(z) =t,+ 21Z.

De entre todos los argumentos de un numero complejo z# 0hay uno tnico que se encuentra
en el intervalo | — 1,11, se representa por arg(z) y se le llama argumento principal de z No es
dificil comprobar que el argumento principal de z= x+ iy # 0 viene dado por:

arctgy/x) —msiy<0,x<0
—T/2 siy<0,x=0

arg(z) = ¢ arctgy/x) six>0

/2 siy>0,x=0

arctgy/x)+msiy>0,x<0

Observaciones a la definicién de argumento principal

Puede parecer un poco extrafia la forma de elegir el argumento principal de un niimero
complejo. La eleccién que hemos hecho supone que medimos dngulos en el semiplano su-
perior de Oa 1ty en el semiplano inferior de0a —1t

Fijate que si tomas un ntimero complejo que esté situado en el tercer cuadrante z = x+ iy
con x < 0,y < 0y supones que Y es proximo a 0, su argumento principal estd préoximo a —T1, y si
tomas un nimero complejo que esté situado en el segundo cuadrante, w= x+ivcon x < 0,v> 0,
y supones que V es proximo a 0, su argumento principal estd préximo a 1t Ademss, la distancia
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|w—2z| = |[v—y| = v—yestan pequefia como quieras. Esto nos dice que el argumento principal
tiene una discontinuidad en el eje real negativo: salta de —1ta tcuando atravesamos dicho eje
desde el tercer al segundo cuadrante.

Peor todavia dirds. Hasta cierto punto. Primero, la discontinuidad es inevitable. Si queremos
elegir argumentos en un intervalo de longitud 21, digamos [o,a + 21, entonces dichos argu-
mentos saltan de o a o + 2rmcuando atravesamos la semirrecta (X,y) = p(cosa,sem), (p > 0). En
particular, si tomamos argumentos en el intervalo [0, 2] (cosa que, a primera vista, parece lo
razonable) nos encontramos con que entonces se produce una discontinuidad de dichos argu-
mentos en el eje real positivo. Bien, sucede que la extension a C de algunas funciones definidas
enR™ (el logaritmo, las raices) hace intervenir el argumento principal. Naturalmente, queremos
que dichas extensiones sigan siendo continuas en R* y ello justifica que tengamos que tomar
argumentos principales de la forma en que lo hemos hecho: porque preferimos introducir una
discontinuidad en R~ a perder la continuidad en R™.

Férmula de De Moivre

Veamos como la forma polar permite hacer ficilmente productos de nlimeros complejos.
Consideremos dos niimeros complejos no nulos escritos en forma polar.

z=1z|(cosd +isend)
w = |w| (cosp +isenp)
Entonces
zw= |z||w| (cosd +isend)(cosp +isenp) =
= |zw [(cosd cosp — send senp) +i(send cosp + cosd senp)| =
=|zw (cogd +¢) +isend +¢))

Es decir: para multiplicar dos niimeros complejos se multiplican sus médulos y se suman sus
argumentos.

Asi pues, el producto de dos niimeros complejos es geométricamente un giro (pues se su-
man los argumentos de los niimeros que estamos multiplicando) seguido de una homotecia (el
producto de los médulos de ambos nimeros).

Acabamos de ver que si zwe C*, 9 € Arg(z) y ¢ € Arg(w), entonces 3 + ¢ € Arg(z+ w). Es ahora
facil demostrar mediante induccién la siguiente féormula, muy ttil, conocida como férmula de
De Moivre.

3.2 Proposicién (Férmula de De Moivre). Sizes un complejo no nulo, 9 es un argumento dezy
N es un niimero entero, se verifica que nd € Arg(z"), es decir:

2" = (|z| (cos® +isend))" = |z[" (cosnd +isemd), 9 eArg(2), neZ
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3.1.3. Raices de un niimero complejo

Se trata ahora de resolver la ecuacién w" = z donde n es un ndmero natural, n> 2,y z# Oes
un nimero complejo conocido. Escribamos w en forma polar:

w = |w| (cosp +isenp)

Ahora, usando la férmula de De Moivre, podemos escribir la ecuacién w" = zen la forma equi-
valente:
W = |w|" (cosnd +isemd) = |z| (cosd +isend)

Donde 8 = argz Esta igualdad se da cuando |w|" = |z| y ng = & + 2krtdonde k € Z. Deducimos
que |w| = 1/|z| (ojo: se trata de la raiz n—ésima de un ntimero positivo, cosa ya conocida). Ahora
bien, para cualquier niimero ¢ de la forma ¢y = (3 + 2km) /n tenemos un niimero complejo

Wi = V/]z|(cosk +isenpy)

tal que (Wwx)" = z Como una ecuacién polinémica de grado nno puede tener més de n solucio-
nes, se sigue que distintos valores de k deben dar lugar al mismo nimero wg. Veamos:

Wi = Wg < O — g = 2mmn< k—g=nm

Es decir, si ky g dan el mismo resto al dividirlos por n entonces wy = wg. Deducimos que para
k=0,1,2,...,n— 1 obtenemos w distintos y cualquier otro wy es igual a uno de ellos. Por tanto
hay nraices n—ésimas distintas de z

Hemos obtenido que las nraices n—ésimas de zvienen dadas por

k=0,1,2,....,n—1

2kt . 2k
7= |z|¥" (cosM:Tu— i senw:n)

Observa que definiendo u= cog2r/n) +iser(2r/n), los ndmeros up = 1, u, u?,...,u"* son las rai-

ces n—ésimas de la unidad. Podemos escribir las raices n—ésimas de z en la forma z, = zouX.
Como multiplicar por u es un giro de amplitud 2m/n, deducimos que las n raices de z se ob-
tienen girando la raiz n—ésima principal, zgp, con giros sucesivos de amplitud 2m/n. Es decir, si
representamos todas las raices n—ésimas de zobtenemos n puntos sobre una circunferencia de
centro (0,0) yradio {/]z| que forman un poligono regular de nlados.

Figura 3.4: Raices novenas de la unidad
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De entre todas las raices n—€simas de zvamos a designar con el simbolo {/zalaraiz n-ésima
principal, que esta definida por

argz . argz
Vz=|z|Y" (cosTg+|senTg)

Observa que en el caso particular de que z sea un ntimero real positivo, entonces la raiz prin-
cipal de z (considerado como niimero complejo) coincide con la raiz de z (considerado como
numero real positivo).

En general no es cierto que dados dos niimeros complejos zy w entonces el producto de las
raices n-ésimas principales de zy de w sea igual a la raiz n-ésima principal de zw. Lo que si es
cierto es que el producto de dos raices n-ésimas cualesquiera de zy de wes una raiz n-ésima de
zw. Por tanto, {/Z\{/w, es unaraiz n-ésima de zwpero no tiene por qué ser la principal.

Es f4cil probar que
VZVW = zZW<= —Tt< argz) + argw) < <= arg(zw) = arg(z) +argw)
Si Rez> 0 Rew > 0, entonces —Tt< arg(z) + argw) < Ttpor lo que, en este caso, {/Zv/W= J/ZW.
Paran=2z=w= -1, como arg(—1) = 11, tenemos que
V—1=cogm/2) +isenm/2) =i

En este caso

V-1V-1=ii=-1# /(-1)(-1)= Vi=1

es decir /—14/—1= —1 es una raiz cuadrada de 1 (porque 1= (—1)(—1)) pero no es la raiz
cuadrada principal de 1.

Ahora ya sabes donde est4 el error en lo que sigue:

—1=i?=ii=v=-1v-1= /(-1)(-1) = vVi=1

3.2. Ejercicios

1. Realiza las operaciones indicadas y expresa el resultado en la forma a+ib.

) (7-20)(5+3) i) (i—1)° i) (I+)R+)EB+i) iv) 2::
4-H(1-3) o o 142 TR 3
V) 1o vi) (1+1) vii) 5T viii) i9(1+1)
2. Calcula la parte real e imaginaria de las funciones:
- 1 1 Z+i
a)f1(2)=22 b)fa2 =2 o) fz3(2) = - D)= oz © fa(d) = ——

3. Calcula las siguientes cantidades.

4-3i

a) |(1—|—i)(2—i)| b) ‘m

O [+ & |V2+i(va+1)
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1
4. Calcula los numeros complejos z tales que 1i§ es:

a) Un ntimero real; b) Un nimero imaginario puro.
5. Expresa en forma polar los siguientes niimeros complejos.

3 " 1+iv3

V3+i (1+i)?

a) —V3—i b) - V3+i ¢
6. Expresa los siguientes ntimeros en la forma a+ib:

. 11 1+i 5 l-l-i\/§ ° 113
a) (-14+iv3)! b) <E> O d) (- V3+i)

7. Supuesto que |z| = 1, prueba que
(z—1> /2 silmz>0
arg| — | =
z+1 /2 silmz<0
8. Resuelve la ecuacién cuadratica aZ 4 bz+ c= 0 donde a, b, ¢, son ntimeros complejos cono-
cidosya=#0.

9. Calcula todas las soluciones de las siguientes ecuaciones:

aA)Z=1+i bZ=i 00Z2=-1+iv3 d)B=1 e Z+ V32iz—6i=0

10. Calcula las soluciones de las ecuaciones:

a) ' +224+722-182+26=0; b)Z+(1+2)2+2i=0

11. Demuestra la llamada “igualdad del paralelogramo”:
lz+ w2+ [z—w?=2(]Z?+W?) (zweC)

y explica su significado geométrico.
z—a
l-az
Sugerencia: Una estrategia bdsica para probar desigualdades entre modulos de nlimeros
complejos consiste en elevar al cuadrado ambos miembros de la desigualdad.

12. Prueba que

<1si|z]<1lylal<1lytambiénsi|z| >1ylal > 1.

13. Sea x un ntimero real que no es multiplo entero de 21t Prueba las igualdades

n )Se“(T )

COS(—X Sen(g)

2
sen il
n) 2

b) semx+senX+---+semx = sen(—x X
s3]

2
Sugerencia: Si llamamos A ala primera sumay B a la segunda, calcula A+ iB haciendo uso
de la férmula de De Moivre.

a) 1+cCcoX+CcoSX+---+ cosnx
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14. Haciendo uso de la férmula de De Moivre prueba que:

a) send = 3 senp — 4 sert;
b) cos4h =8 codd —8cogd + 1.

15. Representar graficamente los conjuntos de nimeros complejos z que verifican:

|lz—3|<3; 2<|z—i|<3; |argz <T/6; |z—i|+|z+i|=4
Z—i

—1|=1z-2i; 1 =2;  Im(z?) > 6; —il=Imz+1

|z— 1] = |z— 2i] z+2|‘ (z) > |z—i| z+

3.3. Funciones elementales complejas

Las funciones complejas no son més que las funciones definidas en subconjuntos de R? con
valores en R? cuando en R? consideramos su estructura compleja. Dado un conjunto A C C, a
toda funcién compleja f : A — C se le asocian dos funciones reales: la funcién u = Ref “parte
real de f ” ylafuncién v=Im f “parte imaginaria de f ” definidas para todo (x,y) = x+iy € A por:

u(x,y) = Ref(x+iy), v(x,y)=Imf(x+iy)

Naturalmente, f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y).

3.3.1. Lafuncién exponencial

Definimos' la exponencial compleja de un niimero z= x+iy como
&Y = exp(x +iy) = €*(cosy + i sery)

Observa que

|&|=€R%2  ImzeArg(€?)

En particular, obtenemos la llamada férmula de Euler:

é' =cog +isert  (paratodoteR)

que establece una relacién entre la exponencial compleja y las funciones trigonométricas. De
la férmula de Euler se deducen facilmente las llamadas ecuaciones de Euler:

T gt e it
ere sert=-——"—— (teR)

g =
o 2 2

Se prueba facilmente que e#tW = e?€" para todos zwe C. Se deduce que para todo zeC y
todokeZes
& — Atk

Lo que nos dice que la exponencial compleja es una funcion periédica con periodo 2ri. Natu-
ralmente, esto supone una gran diferencia con la exponencial real que es una funcién inyectiva.
Observa que la exponencial no se anula nunca pues | €| = e?% > 0.

IM4s adelante veremos la justificacién de esta definicién.
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3.3.2. Logaritmos complejos

Dado un nimero complejo z+ 0, hay infinitos nlimeros complejos w que satisfacen la ecua-
ci6n €” = z Cualquiera de ellos se llama un logaritmo de z El conjunto de todos ellos lo repre-
sentaremos por Logzy es el conjunto:

Logz= {log|z| +i(argz) + 2km),keZ}

De entre todos ellos elegimos uno, llamado logaritmo principal, definido por

logz=log|z| +iargz) paratodoze C*

Observa que cualquier otro logaritmo de z es de la forma log(z) + i2krt para algtin entero k. Es
importante que observes que la igualdad

logzw=logz+ logw
que es vélida para los logaritmos de los numeros reales positivos, no es siempre cierta para
numeros complejos. Por ejemplo:

i71'[

log (ei 211/3) _ i%-E log (ei3"/4) _ iszﬂ7 log (ei 2n/3ei 311/4) =log (ei 171'[/12) =log (e7i7n/12) _ B

Lo que esta claro es que el nimero logz+ logw € Log(zw), es decir, logz+ logw es un logaritmo
de zwpero no tiene por qué ser el logaritmo principal de zw.

3.3.3. Potencias complejas

Recuerda que dados dos niimeros reales a > 0y beR, la potencia de base ay exponente b se
define como a® = €°'°92, Ahora, dados a,b € C, con a# 0, sabemos que hay infinitos logaritmos
de a, todos ellos son de la forma loga+ i 2km, con ke Z. Por ello, cualquier niimero complejo de
la forma €’(°92+12<0 qonde ke Z, es una potencia de base ay exponente b. Representamos por
[a°] el conjunto de todas ellas.

[ab] _ {eb(loga+i2kn) : keZ}

Se destaca una:
ab — ebloga

que se llama valor principal de la potencia de base a y exponente b. Observa que si b= 1/n
donde neN, el nimero

al/”:exp( Ioga) —exp(logaﬁir?a) z|/m (cosag +i senﬁ)

es el valor principal de la raiz n-ésima de a que antes hemos notado por {/a.

3.4. Ejerccios

1. Expresa los 8 nimeros +1+i, ++/3+i enlaformare®.
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2. Calcula el médulo y los argumentos principales de los nlimeros
1+€% 1-¢% —ae?
donde |§| <Ttya>0.
3. CalculalogzyLogzcuando zes uno de los nimeros siguientes
i,—i,e % e 4 —5e1+i

4. Calcula log(3i) +log(—1+iv/3) ylog (3i(—1+iV3)).

5. Calcula log(—1— i) — logi y log (#)

6. Calcula
[(—4)i]7 i73i7 [iZ/T[]7 [ii]7 12i’ 3147 ((—i)i)i, (1—|—i)1+i

7. Estudia, para ze C* y neN, las igualdades:

2) log(exp() = b) expllog(z)) = ©) log(92) = 92, d) log(2") = nlog(2).

8. Explica con detalle dénde estd el error en las igualdades siguientes:

R e (e O e
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Leccion 4

Continuidad

Introduccion

Para motivarla definicion que vamos a dar de continuidad, consideremos una ley fisica de la
forma P = f(V), que relaciona los valores de una “variable independiente V” (podemos pensar
que es el volumen de un gas) con otra “variable dependiente P” (podemos pensar que es la
presion). Si queremos usar dicha ley, hemos de medir un valor V, de la variable V, y es inevitable
que al hacerlo cometamos algtn error el cual, naturalmente, influye en el correspondiente valor
de P, que ya no serd exactamente igual a P, = f(Vy). Surge asi la pregunta natural: ;de qué forma
el error en la medida de V afecta al valor resultante de P? Es claro que si para valores de V “muy
préximos” aV, obtengo valores de P muy diferentes entre si, laley “f” que relacionaV con P no
tendra ninguna utilidad practica.

Puesto que los errores de medida son inevitables, no es razonable tratar de obtener “el ver-
dadero valor P,”. Lo que si puede hacerse es fijar una cota de error admisible para P (la cual
dependerd de cada situacién concreta); llamemos “¢” a dicha cota, (€ > 0), y tratar de obtener
otra cota de error “0”, (0 > 0), de tal forma que siempre que midamos V, con un error menor
que & tengamos la seguridad de que el valor resultante para P se diferencia de P, en menos que
€. Estoes, |f(V)— f(Wy)| < € siempre que |V —V,| < 8. Cuando esto efectivamente pueda hacerse
para cualquier cota de error € > 0 decimos que la ley “f” es continua en V,. Observa que cabe
esperar que la cota de error 6 dependa del € > O fijado en cada caso, y también de V.

Las ideas anteriores conducen, de forma natural, a la definicién matemaética de continui-
dad. En todo lo que sigue, la letra A representard un conjunto no vacio de ntimeros reales. En
la préctica A serd siempre un intervalo o una unién de intervalos. Recuerda que la notacién
f: A— R quiere decir que f es una funcién real cuyo dominio es A. Es muy importante advertir
que A no tiene por qué coincidir con el dominio natural de la funcién. Esto es asi porque con
frecuencia estamos interesados en estudiar propiedades de una funcién en una parte de su do-
minio natural. Ademads, la continuidad de f depende tanto de la “regla que la define” como del
conjunto en donde estamos trabajando. Enseguida pondremos ejemplos para aclarar esto.
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4.1 Definicién (Continuidad en un punto). Una funcién f: A— R se dice que es continua en
un punto a€Asi, para cada niimero € > 0, se puede encontrar un nimero 6 > 0 (que, en general,
dependerd de £ y de a) tal que para todo xe A con |x—a| < 0 se verifica que |f(x) — f(a)| <e.

La definicién anterior suele escribirse, con abuso del formalismo l6gico, de la siguiente forma:

vecRT 38eRT : |X:<2|A<6 }:> If(x)—f(a)| <&

Observa como en esta definicion el conjunto A tiene mucho protagonismo: sélo se consideran
los valores de f en A, lo que le pueda pasara a f fuera de Ano nos interesa.

Se dice que f es continua en un subconjunto C C A, si f es continua en todo punto de C.

No suele ser tarea facil demostrar que una funcién dada es continua. Generalmente, lo que
se hace es descomponer la funcién que queremos estudiar en otras més sencillas cuya con-
tinuidad ya es conocida previamente. Es por ello interesante saber qué tipo de operaciones
realizadas con funciones continuas conducen a nuevas funciones continuas.

4.1.1. Propiedades basicas de las funciones continuas
4.2 Teorema. Sean f, g funciones reales definidas en A. Se verifica que:

1. Las funciones f + gy fg son continuas en todo punto de A en el que las dos funciones f y g
sean continuas. En particular, las funciones suma y producto de funciones continuas son
funciones continuas.

1
2. Sig(x) # 0 para todo xe A, la funcién - es continua en todo punto de A en el que g sea con-

tinua. En consecuencia, la funcién cociente de dos funciones continuas cuyo denominador
no se anula nunca es una funcién continua.

Las propiedades anteriores no son dificiles de demostrar y, sin embargo, son de gran utilidad.

4.3 Corolario. Las funciones racionales son funciones continuas.

De hecho, todas las funciones elementales que conoces son continuas en sus dominios na-
turales de definicién.

Ademds de sumar y multiplicar funciones, también sabemos componerlas. Veamos c6mo
se comporta la continuidad respecto de la composicién de funciones.

4.4 Teorema (Continuidad de una funcién compuesta). Sean f: A— R y g: B— R funciones
tales que f(A) C B. Supongamos que f es continua en un punto ac Ay que g es continua en el
punto f(a). Entonces la funcién compuesta go f: A— R es continua en el punto a. En particular,
si g es continua en f(A), entonces go f es continua en todo punto de A en el que f sea continua.
Mds en particular, la composicion de funciones continuas es una funcién continua.

Demostracién. Dado € > 0, por la continuidad de g en f(a), existe p > 0 tal que para todo yeB
con ly— f(a)| < p se tiene que |g(y) — g(f(a))| < €. Ahora, por la continuidad de f en a, existe
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0 > 0 tal que para todo x€ A con |[x— a| < 0 se tiene que |f(x) — f(a)| < p. Deducimos asi que
lg(f(x)) —9(f(a))| < € para todo xe A con |x—a| < . Es decir, la funcién compuesta go f es
continua en a.

La continuidad de una funcién en un punto permite obtener informacién sobre el compor-
tamiento de la funcién en los puntos préximos al mismo. Estos resultados se llaman locales.

4.5 Teorema (Conservacion local del signo). Sea f: A — R continua en un punto ac A con
f(a) # 0. Entonces hay un niimeror > 0 tal que para todo x€ A con |x—a| < r se verifica que
f(x)f(a) > 0. (Es decir, f es positiva (si f(a) > 0) o negativa (si f(a) < 0) en todos los puntos de un
entorno dea)

Demostracion. Supondremos que f(a) > 0. Podemos entonces tomar € = f(a)/2 para obtener,
en virtud de la continuidad de f en a unr > 0 tal que para todo x€ A con |[x— a| < r se verifica
que |f(x)— f(a)| < f(a)/2,lo que implica que f(x) > f(a)/2> 0. El caso en que f(a) < 0sereduce
al anterior sin més que sustituir f por —f.

4.2. Teorema de Bolzano. Supremo e infimo

Si ahora mides 175cms. y hace 10 afios medias 135cms., es seguro que en algiin momento
intermedio medias con exactitud 161cms. Si una entrada de cine cuesta 5 euros y hace 3 afios
costaba 4 euros, es seguro que en algiin momento ir al cine costaba exactamente 4,99 euros.
;Seguro? No, a ningtin empresario de cine le pareceria bien cobrar 4,99 euros por la entrada.

La diferencia estd en que la talla de una persona es una funcién continua del tiempo y para
pasar de 135cms. a 175cms. tiene que pasar por todos los valores intermedios, pero el precio de
las entradas de cine no varfa de forma continua con el tiempo y puede pasar “de golpe” de 4,5
euros a 5 euros.

La grafica de una funcién continua en un intervalo, f: [a,b] — R, la imaginamos como una
curva continua, por ello, si f(a) < 0 < f(b), la grafica de f tiene que atravesar el eje x para pasar
de un punto situado por debajo de él a otro que se encuentra por encima y, por tanto, f tiene
que anularse en algtin punto entre ay b. Esto es precisamente lo que afirma el conocido teorema
que sigue.

4.6 Teorema (Teorema de los ceros de Bolzano). Toda funcién continua en un intervalo que
toma valores positivos y negativos se anula en algtin punto de dicho intervalo.

Lo primero que llama la atencién en este teorema es su evidencia. No estd de més a este res-
pecto recordar que, como decia Bertrand Russell, “en mateméticas la evidencia es enemiga de
la correccion”. Precisamente, el mérito de Bernard Bolzano (1781-1848) estd en haber llamado
la atencién sobre la necesidad de demostrar muchas proposiciones, aparentemente evidentes,
que se refieren a las funciones continuas. Podemos afiadir, ademds, que suele ser particular-
mente dificil demostrar matematicamente lo que nuestra intuicién presenta como evidente;
de hecho, con las herramientas que tenemos hasta ahora no podemos demostrar el teorema.

La funcién f(x) = x2—2 es continua y f(0) < 0 < f(2), el teorema de Bolzano asegura que
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existe un nimero positivo en el que f se anula. En otras palabras, el teorema prueba la exis-
tencia del nimero /2y, como dicho ntimero no es racional, deducimos que para probar el
teorema se precisa usar alguna propiedad que NO tienen los numeros racionales. Pero todas
las propiedades de los ntimeros reales que enunciamos en la primera leccion las tienen tam-
bién los niimeros racionales. Concluimos que los nimeros reales deberan tener otra propiedad
que todavia no hemos considerado.

Comentamos el primer dia que no debemos preocuparnos mucho por lo que sea el nlimero
V2, pero al menos deberiamos de tener alguna forma de probar su existencia; es decir, de las
propiedades de los ntimeros reales se deberia poder deducir que hay un ntimero cuyo cuadrado
es igual a 2. ;Qué sabemos de /2?2 No es racional, pero podemos aproximarlo por racionales.
Con una calculadora obtenemos sucesivas aproximaciones racionales de /2 por defecto:

1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, 1,414213, ...

Es claro que /2 debe ser el menor niimero mayor que todas ellas. Pues bien, justamente
necesitamos una propiedad que garantice la existencia de ese “menor nimero mayor que”. Nos
vendrd bien introducir alguna terminologia nueva.

4.7 Definicién. Sea E un conjunto no vacio de niimeros reales. Un numero z€R se dice que es
un mayorante o cota superior (resp. minorante o cota inferior) de E si x<z (resp. z< x) para
todo x€E.

Si hay algtin elemento de E que también sea mayorante (resp. minorante) de E, dicho ele-
mento es necesariamente tinico y se llama méaximo (resp.
textbf minimo) de E y lo representaremos por maxE) (resp. min(E)).

Un conjunto que tiene algin mayorante (resp. minorante) se dice que estd mayorado o
acotado superiormente (resp. minorado o acotado inferiormente). Un conjunto que estd ma-
yorado y minorado se dice que estd acotado.

Esté claro que un conjunto puede no tener minimo ni maximo. Los problemas de “optimi-
zacién” consisten, justamente, en estudiar condiciones que garanticen la existencia de valores
madaximos y minimos para funciones de diversas clases. La siguiente propiedad garantiza que
ciertos conjuntos de nimeros reales tienen minimo.

P8 [Propiedad del supremo] Para todo conjunto de ntimeros reales no vacio y mayorado se
verifica que el conjunto de sus mayorantes tiene minimo.

4.8 Definicién. Dado un conjunto E CR, no vacio y mayorado, se llama supremo o extremo
superior de E, al minimo mayorante de E y lo notaremos por supE).

Con esta terminologia lo que dice la propiedad del supremo es que todo conjunto de nu-
meros reales no vacio y mayorado tiene supremo (pero nétese que el supremo no tiene por qué
pertenecer al conjunto).

La propiedad del supremo es lo que distingue a los nameros reales de los racionales. Dicha
propiedad se usa para probar la existencia de niimeros reales que cumplen alguna determinada
condicién. La demostraciéon del teorema de Bolzano es un ejemplo importante de ello.
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Demostracion del teorema de los ceros de Bolzano

Es suficiente probar que si f: [a,b] — R es continuay f(a) < 0 < f(b), entonces f se anula
en algiin punto del intervalo ]a,b[ . Una buena estrategia para demostrar un teorema es “darlo
por demostrado” y trabajar hacia atrds. Tenemos que buscar un punto c€ja, b tal que f(c) =0.
Por supuesto, puede haber muchos puntos donde f se anule (el teorema dice que al menos hay
uno), pero de todos ellos el mads facil de caracterizar es el “primero”, porque a la izquierda de él
la funcién es siempre negativa. Esto lleva a considerar el conjunto E de los puntos x< [a, b] tales
que f toma valores negativos en [a,X|:

E = {xe[a,b]: f(t) < 0 paratodo tea X}

Por su definicién, tenemos que E C [a,b] yacE. La propiedad del supremo nos dice que hay un
numero real, ¢, que es el supremo de E. Es evidente que a< c< b. La propiedad de conservacion
local del signo implica que existe algtin & > O tal que a+ 6 < b— 0y f es negativa en todos los
puntos del intervalo [a,a+ 9] y positiva en todos los puntos del intervalo [b— d,b]. Esto implica
quea<c<h.

Veamos que [a,c[C E. Seaa < X, < ¢. Como X, < Cy ces el minimo mayorante de E, tiene que
existir algtin punto 7, €E tal que X, < 7, < €. Por tanto, sit € [a,xo] tambiént € [a, 2] y, como, 7z, €E,
serd f(t) < 0, luego X, € E. N6tese que hemos probado también que f(x) < 0 para todo x€ [a, c].
Finalmente, probaremos que f(c) = 0. Como a la izquierda de cla funcién f toma valores nega-
tivos y f es continua, deducimos que no puede ser f(c) > 0y, por tanto, f(c) < 0. Pero tampoco
puede ser f(c) < O, pues entonces, por la conservacién local del signo, habria un intervalo de la
forma [c—p,c+p] C [a,b] tal que f(t) < O para todote[c— p,c+ p]lo que implica que en E hay
puntos mayores que clo que es contradictorio. Concluimos asi que f(c) = 0.

Hay consecuencias de este teorema que estan lejos de ser evidentes. Por ejemplo, puede
probarse, con la ayuda del teorema de Bolzano, que si tenemos tres sélidos en el espacio (ima-
gina que son tres bocadillos de muy distintos tamafios), es siempre posible encontrar un plano
que los divida simultdneamente en partes iguales (puedes cortar a los tres bocatas exactamente
por la mitad de un sélo tajo).

Un enunciado equivalente del teorema de Bolzano es el siguiente.
4.9 Teorema (Teorema del valor intermedio). La imagen de un intervalo por una funcién con-
tinua es un intervalo.

Hemos demostrado asila evidencia inicial: una funcién continua en un intervalo toma todos
los valores comprendidos entre dos cualesquiera de sus valores.

Veamos algunas consecuencias sencillas del teorema de Bolzano.

4.10 Corolario (Existencia de raices). Dadosa > 0 ykeN hay un tinico ntimero ¢ > 0 tal que
k
ck=a.

4.11 Corolario (Ceros de polinomios de grado impar). Toda funcion polinémica de grado im-
par se anula en algiin punto.

A partir de la propiedad del supremo, se prueba con facilidad el siguiente resultado.
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4.12 Proposicién (Propiedad del infimo). Para todo conjunto de ntimeros reales no vacio y mi-
norado se verifica que el conjunto de sus minorantes tiene mdximo.

4.13 Definicién. Dado un conjunto E C R, no vacio y minorado, se llama infimo o extremo
inferior de E, al maximo minorante de E y lo notaremos por inf(E).

Con esta terminologia lo que dice la propiedad del infimo es que todo conjunto de ntimeros
reales no vacio y minorado tiene infimo (pero nétese que el infimo no tiene por qué pertenecer
al conjunto).

4.3. Ejercicios

1. a) Daun ejemplo de una funcién continua cuya imagen no sea un intervalo.

b) Daun ejemplo de una funcién definida en un intervalo cuya imagen sea un intervalo
y que no sea continua.

¢) Da un ejemplo de una funcién continua en todo R, no constante y cuya imagen sea
un conjunto (obligatoriamente un intervalo) acotado.

d) Daun ejemplo de una funcién continua en [0, 1] tal que f([0,1[) no sea acotado.

e) Da un ejemplo de una funcién continua definida en un intervalo abierto acotado y
cuya imagen sea un intervalo cerrado y acotado.

2. Sea f:[a,b] — R continua. Supongamos que a< f(x) < b para todo x en [a,b]. Prueba que
hay algin punto ce [a,b] tal que f(c) =c.

3. Seaa> 1. Prueba que la ecuaciéon x+ e * = a tiene al menos una solucién positiva y otra
negativa.

4. Prueba que la ecuacién x+ €+ arctgx = O tiene una sola raiz real. Da un intervalo de lon-
gitud uno en el que se encuentre dicha raiz.

5. Suponiendo que la temperatura varia de forma continua, prueba que siempre hay dos
puntos antipodas en el ecuador terrestre que estdn a la misma temperatura.

6. Sea f:[a,b] — R continua con f(a) = f(b). Dado n€N, n > 2, prueba que hay algtin punto
celab—(b—a)/n|tal que f(c)=f(c+(b—a)/n).

7. Un corredor recorre 6 kilometros en 30 minutos. Demuestra que en algtin momento de su
carrera recorre 1 kilémetro en exactamente 5 minutos.

8. Unreloj averiado marca inicialmente un tiempo to. El reloj puede adelantar o atrasar, pero
cuenta con exactitud periodos de 12 horas, es decir, pasadas 12 horas el reloj marca un
tiempo tg+ 12 horas. Demuestra que en algiin momento dicho reloj mide con exactitud
una hora.

9. Un automovilista sale de Granada hacia Madrid un sdbado a las 8h de la mafiana y el
domingo inicia el regreso a la misma hora. Sabiendo que invirti6 igual tiempo en ambos
viajes, pruébese que en algiin momento del domingo el automovilista se encuentra a igual
distancia de Granada que a la que se encontraba el sdbado en ese mismo momento.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Sean f,gfunciones continuas que no se anulan en un intervalo |, tales que (f(x))? = (g(x))?
para todo x€1. Prueba que o bien f(x) = g(x) para todo x&1, o bien f(x) = —g(x) para todo
x€l. ;Cudntas funciones hay ¢: R — R continuas y verificando que (¢(x))?> = x? para todo
XeR?.

Justifica que toda funcién polinémica de grado impar se anula en algin punto.

Sea f:R — R continua y decreciente. Prueba que hay un tinico acR tal que f(a) =a.

Para probar desigualdades en las que intervienen supremos o infimos las siguientes ob-
servaciones, aunque evidentes, pueden ser ttiles. Sea C C R un conjunto no vacio.

() Si queremos probar que un niimero real x verifica que sugC) < X, lo que tenemos que
hacer es probar que x es un mayorante de C.

(IT) Si queremos probar que un ntimero real x verifica que x < inf(C), lo que tenemos que
hacer es probar que x es un minorante de C.

Sean A, B conjuntos no vacios de niimeros reales. Supongamos que a< b paratodoac A
y para todo b € B. Prueba que supA < infB.

Sean A, B, conjuntos no vacios y acotados de niimeros reales. Definamos
A—B={a—Db:acA beB}; AB={ab:acA beB}

Prueba que sugA—B) = supA—infB y, supuesto que AC Rt yBCR™, prueba que supAB) =
SUpA supB.

Sea A un conjunto no vacio de ntimeros reales. Para cada x € R definamos la “distancia
de x a A” por dist(x,A) =inf{|x—a| : a € A}. Prueba que para todos x,y € R se verifica que:

|dist(x, A) - distly. A)| < [x ]
Deduce que la aplicacién x — dist(x, A) es continua.

Sea f:R — R continua, mayorada y tal que para todos a,beR con a < b, se verifica que
supf(Ja,b[) = supf(R). Prueba que f es constante.

Sea f:[a,b] — R una funcién continua tal que f(a) < 0, f(b) < 0y f(c) > 0 para algin
c€la,b[. Prueba que hay dos ntimeros u, vtalesquea<u<v<b, f(u)=f(v)=0y f(x) >0
para todo x€ju, v].

Sea f:[a,b] — R creciente. Supongamos que a< f(X) < b para todo x en [a,b]. Prueba que
hay algtin punto ce [a, b] tal que f(c) =c.
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Leccion 5

Sucesiones

Introduccion

Las sucesiones aparecen de manera natural en muchos cédlculos que responden a un esque-

2 21
ma iterativo. Por ejemplo, al dividir 2 entre 3 obtenemos 3= 10 += 310’ ,igualdad que podemos

usar ahora para obtener

27 6+ 6+21 1 6+ 6 +2 1
310 \10 ' 310/10 10 102 ' 3102
y de nuevo
26,6 (6 21\1 6 6 6 21
3 10 102 10 310/ 102 10 102 103 3103

y asi podemos continuar tantas veces como queramos, obteniendo para cada n € Nla igualdad:

3 Z10k 3 10n

- . 6 2 21
Escribiendo x, = ZW tenemos que 0 < 3~ Xn = 3107

son fodos ellos distintos de 2/3, dada una cota de error arbitrariamente pequefia € > 0y toman-

. Nétese que, aunque los nimeros X,

1 . . .
310% < g, deducimos que para todo nimero natural n>ng se verifica

que |x,—2/3| <€, lo que se expresa escribiendo 2/3 = rI]’|rr‘]o{xn}.

do ng € N de manera que

Este ejemplo esta relacionado con la expresién decimal de 2/3 que, como todos sabemos, es
un decimal periédico con periodo igual a 6, lo que suele escribirse 2/3= 0,6 igualdad enla que,
segun se dice a veces, el simbolo 0,6 debe interpretarse como que el 6 se repite infinitas veces.
£Qué quiere decir esto? Lo que estd claro es que, por mucho tiempo y paciencia que tengamos,
nunca podremos escribir infinitos 6 uno detras de otro... bueno, podriamos escribir algo como

% = 0,6 = 0,6666666..( infinitos6)
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lo que tampoco sirve de mucho pues seguimos sin saber coémo se interpreta esta igualdad. Pues
bien, para dar un significado matemaético a lo que se quiere expresar con esa igualdad hay que
recurrir al concepto de limite de una sucesion tal como hemos hecho antes.

Veamos otro ejemplo en esta misma linea. Vamos a intentar calcular aproximaciones racio-

. . s , 10
nales a 1/10. Si partimos inicialmente de un ntimero x > /10, tendremos que > < V10<X.

1 10
Pongamos y= > (x+ 7). Entonces, en virtud de la desigualdad de las medias, V10 <y, y

como también y < X, deducimos que y estd més cerca de /10 que x. Podemos ahora repetir
este proceso sustituyendo x por y obteniendo una nueva aproximacién mejor de 1/10. N6tese
que si x es racional también lo serd y. Esto sugiere que, partiendo de un valor inicial, por ejem-

2
tantas veces como queramos, obteniendo para cada n € N un ntimero x, tal que

X1 = = (Xt 22
n+l—2 n Xn

1 10 , 1 10 . .
plo x1 =4, calculemos x; = > X1+ <) ydespués x3= - [ Xo+ <) y asi podemos continuar
1 2

con x1 = 4. Con una calculadora manual obtenemos enseguida los valores x>=3,25
x3=3,1634615 x4 =3,1622779con seis cifras decimales exactas:

x2—10 x2—10 0,000005 1

0<X4—\/E=X4+\/m< s <% <1g5

es decir, x4 coincide con /10 hasta la sexta cifra decimal. De hecho, como x,> /10 tenemos
que:

1 10 1 1 1
0 < xp1 — VIO= (mz) — VI0< 2y 2 VID- VID= 06— VID)

. 1 1 .
de donde se sigue que 0 < xpy1— V10< ?(xl— V10) < o Por tanto, dado cualquier € > 0, y
tomando np € N tal que 2™ < g, deducimos que para fodo nimero natural n > ng se verifica
que |x, — V10| < g, lo que simbdélicamente se expresa escribiendo v10= rI]irr")lo {Xn}.

En los ejemplos anteriores hemos dado por supuesto que ya tienes cierta familiaridad con
los conceptos de “sucesidon” y de “limite de una sucesién” de los cuales vamos a ocuparnos a
continuacién con detalle.

Sucesién de elementos de un conjunto

Sea A un conjunto no vacio. Una sucesién de elementos de A es una aplicacién del con-
junto N de los niimeros naturales en A. En particular, una sucesién de ntimeros reales es una
aplicacién del conjunto N de los nimeros naturales en el conjunto R de los nimeros reales.

En todo lo que sigue solamente consideraremos sucesiones de nimeros reales por lo que
nos referiremos a ellas simplemente como “sucesiones”.

Dadauna sucesién ¢: N — R suele emplearse una notacion especial para representarla. Pa-
ra ne N suele notarse el nimero real ¢(n) en la forma x, = ¢(n) (naturalmente la letra “x” nada
tiene de especial y puede sustituirse por cualquier otra). La sucesién misma se representa por
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¢ = {Xn}nen, s decir, el simbolo {X,}nen debe interpretarse como la aplicacién que a cadaneN
hace corresponder el ntimero real x,. Cuando no hay posibilidad de confusién escribimos sim-
plemente {xn} en vez de {xn}nen. Conviene insistir en que {x,} es, por definicion, la aplicacién
de N en R dada por n+— x,. No hay que confundir la sucesién {xn}, que es una aplicacién, con
su conjunto imagen, que es el subconjunto de R formado por todos los niimeros Xy, el cual se
representa por {X, : n € N}. Por ejemplo, {(—~1)"} y {(~1)™1} son sucesiones distintas con el
mismo conjunto imagen. El nimero x, se llama término n-ésimo de la sucesiéon; paran=1,2,3
se habla respectivamente de primero, segundo, tercer término de la sucesion.

5.1. Sucesiones de niumeros reales

5.1 Definicién. Una sucesion {x,} se dice que converge a un nimero real x si, dado cualquier
numero real € > 0, existe un nimero natural m tal que si n es cualquier nimero natural mayor
o igual que mg se cumple que |x,— X| < €. Simbélicamente:

Ve>0 dmeeN inzme = |Xp—X| <€

Se dice también que el ntimero x es limite de la sucesiéon {x,} y se escribe rI]im {Xn} =X o,
simplemente, lim{x} = x e incluso, si no hay posibilidad de confusién, {xn} — x.

Se comprueba facilmente que una sucesion convergente tiene un tinico limite.

En Matemadticas se dan definiciones para introducir nuevos conceptos y saber de qué es-
tamos hablando, pero las definiciones no suelen ser ttiles para el cdlculo. Por eso no debes
preocuparte sila definicién anterior te parece dificil de aplicar en casos concretos. Debes hacer
un esfuerzo por comprenderla pero no tendréds que usarla para hacer célculos.

Estudiamos a continuacién c6mo se comportan las sucesiones convergentes respecto de las
estructuras algebraica y de orden de R.

5.2 Proposicién. Supongamos que lim{xn} =X, lim{yn} =y y que existe meN tal que para todo
N > m se tiene que X, < Yn. Entonces se verifica que x<y.

Respecto al resultado anterior, de muy facil demostracién, conviene advertir que aunque las
desigualdades sean estrictas no puede asegurarse que lim{x,} = X sea estrictamente menor que
[im{yn} =y. Por ejemplo, si x,=0e y,=1/n, es claro que x, < yn paratodon € N pero x=0=y.

5.3 Proposicion (Principio de las sucesiones encajadas). Supongamos que {xn}, {yn}, {zn} son
sucesiones tales que lim{x,} =lim{z,} = o y existe un niimero natural my tal que para todo n > my
se verifica que ¥n < Yn < Zn, entonces la sucesion {yn} es convergente y lim{y,} = a.

Demostracién. Sea € > 0. Por hip6tesis existen my, mp tales que
O—E<Xp<O+E Y O0—€<Zg<O+E (5.1)

para todo p>my ytodo g > mp. Sea mg = max{mp, my, my }. Para todo n> ny las desigualdades (5.1)
se cumplen para p=q=n, ademds como n > N se tiene que X, < Yn < Zy. Deducimos que, para
todo n > mg, se verifica que

O0—E<X<Yn<ZH <O+E
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y, por tanto, o — € < Y, < 0 + ¢, es decir, lim{y,} = a. O

Una consecuencia inmediata de este resultado es que si cambiamos arbitrariamente un na-
mero finito de términos de una sucesion la nueva sucesion asi obtenida es convergente silo era
la de partida y con su mismo limite.

El principio de las sucesiones encajadas es de gran utilidad y se usa con mucha frecuen-
cia. Naturalmente, cuando apliquemos dicho principio a un caso concreto, la sucesién {yn} del
enunciado serd la que queremos estudiar y tendremos que ser capaces de “inventarnos” las
sucesiones {x,} vy {z,} de manera que se cumplan las condiciones del enunciado.

5.4 Definicién. Una sucesién {x,} se dice que es:

Mayorada o acotada superiormente si su conjunto imagen estd mayorado, es decir, si hay un
ndmero pHER tal que X, < ppara todon e N.

Minorada o acotada inferiormente si su conjunto imagen estd minorado, es decir, si hay un
numero A € R tal que A < x, para todon e N.

Acotada si su conjunto imagen estd mayorado y minorado, equivalentemente, si hay un niime-
roM € R* tal que |x,| <M para todon e N.

Creciente si X< Xp+1 paratodon e N.
Estrictamente creciente si x, < xn+1 para todon € N.
Decreciente si x, > X, 1 para todon € N.
Estrictamente decreciente si X, > xn+1 para todon € N.
Monétona si es creciente o decreciente.
Estrictamente mondtona si es estrictamente creciente o decreciente.
Observa que si una sucesién {xn} es creciente (resp. decreciente) entonces se verifica que
Xm< Xn (r€Sp. Xm> Xn) siempre que m< n.

Conviene advertir que cuando se dice que una sucesién es monétona no se excluyela posibi-
lidad de que, de hecho, sea estrictamente mondtona. Es por ello que, en general, suele hablarse
de sucesiones mondétonas y tan s6lo cuando tiene algtin interés particular se precisa si son es-
trictamente monoétonas.

5.5 Proposicién. Toda sucesion convergente estd acotada.

Demostracién. Supongamos que lim{x,} = x. Todos los términos de {x,} a partir de uno en
adelante estardn en el intervalo |x— 1,x+ 1], es decir, hay un nimero m e N tal que para todo
n > mse verifica que [x,— x| < 1, lo que implica que

IXn| < |¥n—X|+|X| <14 |x| paratodon>m.

Tomando M = max{1+|x|, x|, -, [¥m|}, tenemos que |x,| <M para todo n € N. m]

La proposicién anterior es 1til a veces para probar que una sucesioén no es convergente: para
ello basta probar que no estd acotada.
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La proposicién reciproca de la anterior no es cierta: la sucesién {(—1)"} es acotada y no es
convergente. No obstante, hay un caso especial muy importante en que si es cierta la reciproca.

5.6 Teorema. Toda sucesion mondtona y acotada es convergente. Mds concretamente, si una
sucesion {xn} es:

i) Creciente y mayorada, entonceslim{x,} = B, donde 8 = sup{x, : neN}.

ii) Decreciente y minorada, entonces lim{x,} = a, donde a = inf{x, : neN}.

Demostracién. Probaremos i) quedando la demostracién de ii) como ejercicio. La hip6tesis de
que {xn} es mayorada garantiza, en virtud del principio del supremo, la existencia del nlimero
real B =sup{x,: n€ N}. Dado € > 0, tiene que existir un término x, de la sucesion tal que f—¢€ <
Xm. Puesto que la sucesion es creciente para todo n > m se verificard que xm< X, y por tanto
B—¢€ < x». En consecuencia —¢€ < X, < B+¢€ para todo n> m. Hemos probado asi que lim{x,} = B.
m]
2n
5.7 Ejemplo. La sucesién {x,} definida por x,= Z -, es convergente.
k=n+1

En efecto, como

1 1 1 1 1 1
= + - > + - =0

2n+2 2n+1 n+1~ 2n+2 2n+2 n+1

se sigue que Xn+1> X, para todo n € N, es decir, es una sucesion creciente. Ademas

e L, o 1 n
"Shyl n+1 n+1

Xn+1— Xn

<1

por lo que también estd mayorada. Concluimos, por el teorema anterior, que dicha sucesion es
convergente. ¢

n
5.8 Ejemplo (El nimero €). En el ejercicio (8) hemos probado que la sucesién x, = (1—|— ﬁ)

1 n+1
es creciente y que la sucesion y, = (1+ ﬁ) es decreciente. Como 0 < yy, se sigue que {yn} es

convergente. Puesto que

Xn = Yn (14'}) 1:)’n n
n n+1
se sigue que {xn} también es convergente y lim{xn} = lim{y,}. El valor comtn de este limite es
un ndmero real que se representa con el simbolo e. Como consecuencia del teorema (5.6), se

verifica que
1 n 1 m+-1
e:sup{(l+ﬁ) :neN}zinf{(lJra) :meN}

En particular, se verifica que

1 n 1 m+-1
(1+—) <e< (1+—) (n,meN)
n m

En los resultados anteriores han intervenido de manera esencial las propiedades de la es-
tructura de orden de R. Vamos a estudiar ahora el comportamiento de las sucesiones conver-
gentes respecto de la adiciéon y el producto de nimeros reales. Los resultados que vamos a
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obtener, conocidos tradicionalmente con el nombre de dlgebra de limites, son bésicos para el
estudio de la convergencia de sucesiones.

Dadas dos sucesiones {x,} € {yn}, se define su suma como la sucesion {x,+ yn} y su producto
como la sucesion {Xnyn}.

5.9 Proposicién. El producto de una sucesion convergente a cero por una sucesion acotada es
una sucesion convergente a cero.

Demostracién. Sea lim{x,} = 0, e {yn} acotada. Sea c> 0 tal que |ys| < ¢ para todo ne N. Dado
€ > 0, existe un nimero natural mtal que para todo n>mse verifica que |x,| < €/c. Deducimos

que, para todo n>m, se verifica que |Xnyn| = |[Xn||Yn| < (—ic = ¢, lo que prueba que lim{x,y,} = 0. O
5.10 Proposicién (Algebra de limites). Supongamos que lim{x,} = x ylim{yn} =y. Entonces se
verifica que:

IM{xn+yn} =x+y, [IM{Xyn} =xy.

Si ademds suponemos que Yy # 0, entonces lim{X,/yn} = X/y.

Demostracién. Dado € > 0, por hip6tesis existen my, m, tales que
X—€/2<Xp<X+E/2 Yy Yy—€/2<yq<Yy+E€/2 (5.2)

para todo p > my y todo g mp. Sea mp = méax{my,mp}. Para todo n > my las desigualdades (5.2) se
cumplen para p=q=n, por lo que, sumandolas término a término, deducimos que x+y—¢ <
Xn+Yn < X+ Y+ € cualquiera sea n > my, lo que prueba que lim{x,+yn} = x+Y.

Teniendo en cuenta que lim{(xn—X)yn} = lim{x(yn—y)} =0, y la igualdad

XnYn — Xy = (Xn— X)Yn+X(Yn—Y)

deducimos que lim{x,yn — xy} = 0, es decir, lim{X,yn} = xy.

Finalmente, para probar que lim{xn/yn} = X/y, probaremos que la sucesién

{ﬁ _>_<} _ {xny—ynX}
Yn Y Yy

converge a cero, para lo cual, teniendo en cuenta que lim{x,y — ynx} = xy— yx= 0, bastara probar
que la sucesion {1/y,} estd acotada. Puesto que [im{yn} =Yy, se deduce de la desigualdad ||yn| —
IVl < |yn—Y| que lim{|yn|} = |y|. Existird, por tanto, un nimero my € N tal que para todo n >

1 1 1 2
yal™ Iy2l™ " [yl " 1Y

para todo ne N. Hemos probado asi que la sucesiéon {1/y,} estd acotada, lo que concluye la
demostracion del teorema. mi

: . 1
mo es |yn| > |y|/2. Pongamos K = max{ } Se tiene entonces que — <K

[Yn]

Hay que leer con atencion las hipétesis del teorema anterior para no hacer un uso incorrecto
del mismo. En particular, no hay que olvidar que la suma o el producto de dos sucesiones no
convergentes puede ser una sucesion convergente.
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5.11 Definiciéon. Sea {x,} una sucesién de nameros reales; dada una aplicaciéon o:N—N estric-
tamente creciente, la sucesion que a cada namero natural n hace corresponder el nimero real
Xg(n) S€ representa por {Xy(n)} y se dice que es una sucesion parcial de {x,}. Notese que {X5(n}
no es otra cosa que la composicion de las aplicaciones {X,} y 0, esto es, {Xs(n)} = {*n} 0 O.

Se dice que un ntimero real x es un valor de adherencia de la sucesién {x,} si hay alguna
sucesion parcial de {x,} que converge a x.

5.12 Ejemplo. Representemos por E(X) el mayor entero menor o igual que x. La sucesion {xn}
dada por x,=n/5— E(n/5) para todo neN, tiene a 0,1/5,2/5, 3/5y 4/5, como valores de adhe-
rencia.

En efecto, basta considerar que para cada j € {0,1,2,3,4}, la sucesion parcial {Xsn_j}nen viene
dada por xsn =0, para j=0,y Xsp_j =1—j/5para j=1,23,4 ¢

Es facil probar por induccién que si 0 es una aplicacién estrictamente creciente de N en N
entonces se verifica que a(n) > n para todo ne N. Con ello se obtiene ficilmente el siguiente
resultado.

5.13 Proposicién. Silim{x,} = x, foda sucesién parcial de {xn} también converge a x. En parti-
cular, una sucesion convergente tiene como tinico valor de adherencia su limite.

Observa que hay sucesiones, la de los nlimeros naturales por ejemplo, que no tienen ningiin
valor de adherencia. También puede ocurrir que una sucesion tenga un tinico valor de adheren-
ciay no sea convergente. Por ejemplo, la sucesién dada para todo neN por x,= (14+(—1)")n+1/n,
no es convergente y tiene a 0 como tinico valor de adherencia. Vamos a ver a continuacién que
estos comportamientos no pueden darse con sucesiones acotadas.

5.14 Lema. Toda sucesion tiene una sucesion parcial monétona.

Demostracién. Sea {xn} una sucesién y definamos
A={neN:x,>Xxp paratodo p>n}

Podemos visualizar el conjunto A como sigue. Consideremos en el plano los segmentos de ex-
tremos (N,X,) ¥ (n+1,%n41), n=1,2,3,.... Resulta asi una linea poligonal infinita y podemos
imaginar que dicha linea es el perfil de una cordillera cuyas cumbres y valles son los puntos
(n,xn). Imaginemos ahora que los rayos de luz del Sol, paralelos al eje de abscisas, iluminan
dicha cordillera por el lado derecho (el Sol estaria, pues, situado en el infinito del eje de abs-
cisas positivo). Pues bien, un ntimero natural n pertenece al conjunto Asi el punto (n,x,) esta
iluminado y no pertenece a A si dicho punto estd en sombra.

Supongamos que A es infinito. Entonces podemos definir una aplicacién o : N — N estricta-
mente creciente y tal que o(N) = A de la siguiente forma:

o(1) = min(A)
o(n+1)=min{peA:o(n) < p} paratodo ne N

es decir la aplicacion o va eligiendo los elementos de A de menor a mayor empezando por el
primero. Resulta ahora evidente que la sucesion parcial {X;n } es decreciente (todos los pun-
tos (0(N),Xg(n)) estan iluminados y, por tanto, ninguno de ellos puede hacerle sombra a uno
anterior).
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Si Aes finito podemos suponer que A= (. En tal caso, para todo neN hay algtin p > ntal que
Xn < Xp (pues todo punto (n,x,) estd en sombra). Podemos definir ahora una aplicacién 0 : N — N
estrictamente creciente de la siguiente forma:

ol)=1
o(n+1) =min{peN:0(n) < p Y Xg(n) < Xp} paratodo neN
Resulta ahora evidente que la sucesion parcial {X(n) } €s creciente (porque cada punto (0(n),Xg(n))

deja en la sombra al anterior). O

5.15 Teorema (Teorema de Bolzano - Weierstrass). Toda sucesion acotada de niimeros reales
tiene alguna sucesion parcial convergente.

Demostracion. Sea {x,} una sucesion acotada. En virtud el lema anterior, hay una sucesién
parcial de {x,} que es mondétona, dicha sucesién parcial estd acotada por estarlo {x,} y, por
tanto, es convergente. mi

Sivolvemos a leer la definicién de sucesién convergente, parece que para estudiar la conver-
gencia de una sucesién {x,} debemos ser capaces de “adivinar”’, de alguna manera, su posible
limite. De hecho, una idea bastante extendida consiste en pensar que es lo mismo probar la
convergencia de una sucesién que calcular su limite. Esto no es del todo correcto; son relativa-
mente pocas las sucesiones convergentes cuyo limite puede efectivamente calcularse. Cuando
se estudia la convergencia de una sucesién {x,}, la mayoria de las veces, lo que conocemos es,
justamente, la sucesion y, naturalmente, se desconoce su posible limite el cual pudiera, incluso,
no existir. Por ello interesa tener criterios de convergencia intrinsecos a la sucesion, es decir, que
no hagan intervenir a un objeto en principio extrafio a ella como es su posible limite. Cono-

cemos ya un criterio de convergencia intrinseco para sucesiones mondétonas. Usando dicho
2n

criterio hemos probado la convergencia de la sucesién x,= Z P sin necesidad de conocer su
k=n+1
limite.

A continuacién vamos a establecer un criterio intrinseco de convergencia para sucesiones
que es mas general pues puede aplicarse a cualquier sucesion. Este criterio fué formulado por
Bolzano en 1817 y también, independientemente, por Cauchy en 1821, y establece una condi-
cién necesaria y suficiente para la convergencia de una sucesiéon. Dicha condicién se conoce
con el nombre de condicion de Cauchy.

5.16 Definicién. Se dice que una sucesion {x,} satisface la condicién de Cauchy, si para cada
numero positivo, € > 0, existe un nimero natural m, tal que para todos p,geN con p>mg y q=me
se verifica que |xp— xg| < €.

La condicién de Cauchy puede también expresarse de una manera equivalente, aunque for-
malmente distinta, como sigue:

Una sucesion {x,} satisface la condicién de Cauchy, si para cada niimero positivo, € > 0,
existe un numero natural mg, tal que para todo p>m y para todo numero natural h, se verifica
que |Xprh— Xp| < €.
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5.17 Teorema (Teorema de complitud de R). Una sucesién de niimeros reales es convergente si,
y s6lo si, verifica la condicién de Cauchy.

Demostracién. Supongamos que {x,} verifica la condicién de Cauchy. Probemos primero que
{Xn} estd acotada. La condicién de Cauchy implica que hay my €N tal que |xp— Xm,| < 1 para todo
P> My, y COMO |Xp| < [Xp— Xmy| + [Xmy|, deducimos que |xp| < 1+ |Xm,| para p> mo. En consecuencia
si definimos M= max{|xy|, X2, . ., [Xm|, 1+ |Xm| }, Obtenemos que |xn| < M para todo n € N.

El teorema de Bolzano-Weierstrass garantiza que hay un nimero real X y una sucesion par-
cial {X5n)} que converge a x. Probaremos que {x,} también converge a x. Dado € > 0, existe
No €N tal que [Xp — Xq| < €/2 siempre que p,q > no. También existe n; €N tal que [X5(n) —X| < €/2
siempre que n > n;. Sea m= max{ny, 1 }. Para todo n > mse tiene que a(n) > n> mpor lo que

€ €
X0 — X| < [Xn — Xg(n)| + Xo(m) — X < S5 =¢
lo que prueba que rI]im {Xn} =x.

Reciprocamente, si {x} es convergente y lim{x,} = x, dado € > 0, hay un nimero m¢ € N
tal que para todo nimero natural n > m se tiene que |xy— X| < €/2. Deducimos que si p,q son
numeros naturales mayores o iguales que me entonces |Xp— Xg| < [Xp— X| + [X—Xg| <
< g/2+¢/2=¢. Por tanto la sucesion {xn} verifica la condicién de Cauchy. m]

5.1.1. Sucesiones divergentes. Indeterminaciones en el calculo de limites

5.18 Definicién. Una sucesion {x,} se dice que es positivamente divergente, y escribimos
{Xn} — 400, si para todo ntimero real K >0 existe un nimero natural mk € N, tal que para
todo neN con nx>nmk se verifica que xp>K.

Una sucesion {x,} se dice que es negativamente divergente, y escribimos {x,} — —oo, si
para todo ntimero real K <0 existe un niimero natural mg € N, tal que para todo neN con
n>mk se verifica que xp<K.

Diremos que una sucesion es divergente para indicar que es positivamente o negativamen-
te divergente.

En la siguiente proposicion se exponen algunas propiedades elementales, pero importan-
tes, de las sucesiones divergentes. Teniendo en cuenta que {X} — +oo si, y sélo si,
{—xn} — —o0, es suficiente enunciar dichas propiedades para sucesiones positivamente diver-
gentes.

5.19 Proposicion. i) {|xn|} — +oo si, y sélo si, {1/x,} — 0.

ii) La suma de una sucesion positivamente divergente con una sucesion acotada es una sucesion
positivamente divergente.

iii) La suma de una sucesién positivamente divergente con una sucesion minorada es otra suce-
sion positivamente divergente. En particular, la suma de dos sucesiones positivamente divergen-
tes es otra sucesion positivamente divergente.

iv) El producto de dos sucesiones positivamente divergentes es otra sucesion positivamente diver-
gente.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculo - Ing. de Telecomunicacién



Sucesiones divergentes. Indeterminaciones en el cdlculo de limites 54

v) El producto de una sucesion positivamente divergente por una sucesion que converge a un
numero positivo es otra sucesion positivamente divergente.

Sucesiones de exponenciales y logaritmos

A continuacién vamos a estudiar sucesiones de exponenciales y logaritmos. El resultado
basico al respecto es el siguiente.

5.20 Proposicién. a) Para toda sucesion {x,} se verifica que:

D) {Xn} = XER <— {e} — €

ii) {Xn} — 400 <= {€} — +o0.

iii) {xn} — —o00 < {e¥} —0.

b) Para toda sucesion de niimeros positivos {xn} se verifica que:

iv) {xn} = x>0 < {log(xn)} — logx.

V) {¥n} — +o00 < {log(xn)} — +o0.

vi) {Xn} — 0 <= {log(xn)} — —oc.

Frecuentemente hay que estudiar la convergencia o divergencia de una suma o produc-
to de dos sucesiones precisamente cuando las reglas que hemos visto en secciones anteriores
no pueden aplicarse. Se trata de aquellos casos en que el comportamiento de las sucesiones
{Xn + ¥n}, {Xn¥n} no estd determinado por el de {x,} e {yn}. Por ejemplo, si sabemos que
{Xn} —+o00 yque {yn} ——00, ;qué podemos decir del comportamiento de la sucesiéon {x+yn}?

Respuesta: absolutamente nada. Baste para convencerse de ello la consideracién de los si-
guientes casos:

Xn= 2N, Yn=—n; {Xn+Yyn} ={n} —+o0
Xn= N, Yn=—2n, {Xn+yn} ={-n} ——o0
Xn=n+1, Yn=—N; {Xn+w}={1} -1

Xn=(=1)"+n, yn=(=1)"-n; {Xn+¥n}={2(-1)"

En consecuencia, las sucesiones del tipo {x,+ yn} donde {X,} — 400, {yn} — —o0, requieren un
estudio particular en cada caso. Tales sucesiones suele decirse que son una indeterminacién
del tipo “co—o0”.

Andlogamente, si sabemos que {x,} — 0y que {yn} es divergente, ello no proporciona nin-
guna informacién sobre el comportamiento de la sucesién {xnyn}; la cual se dice que es una
indeterminacion del tipo “Ooc”. Las indeterminaciones que aparecen al estudiar el cociente
de dos sucesiones divergentes o de dos sucesiones que convergen a cero, las llamadas inde-
terminaciones de los tipos “co/o0”, “0/0”, pueden reducirse a una indeterminacién del tipo
“000”.

El siguiente resultado permite resolver en muchas ocasiones indeterminaciones de la forma

« ”

oo /oo

5.21 Teorema (Criterio de Stolz). Sea{yn} una sucesion positivamente divergentey estrictamen-
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te creciente y sea {xn} cualquier sucesion. Supongamos que
{MH—M}HL
Yni1—VYn

X
dondelL€R, oL =+o00, 0L = —o0. Entonces se verifica también que { y—n} — L.
n

Del Criterio de Stolz se deducen dos ttiles criterios para estudiar la convergencia de suce-

siones de medias aritméticas o geométricas.

5.22 Proposicién (Criterio de la media aritmética). Supongamos que {an} — L dondelL es un
niimero real, oL = +o00, 0 L = —oo. Entonces se verifica que

{a1+a2+---+an}_>l_
. :

5.23 Proposicion (Criterio de la media geométrica). Supongamos que {an} — L donde {an} es
una sucesion de niimeros positivos y L es un niimero real o bien L = +oo. Entonces se verifica que

(Yaman -

5.24 Corolario. Supongamos que { X;;rl

} — L donde {x\} es una sucesién de ntimeros positivos

y L es un ntimero real o bien L = +oc. Entonces se verifica que { v/ } — L.

Hay otras indeterminaciones que surgen al considerar sucesiones de potencias, es decir, su-
cesiones de la forma {x§"} donde {x,} es una sucesién de niimeros positivos e {yn} es una suce-
sién cualquiera de ntimeros reales. Puesto que x3" = exp(ynlog(xn)), teniendo en cuenta la pro-
posicién (5.20), la convergencia o divergencia de la sucesion {x§"} vendrd determinada por la
de {ynlog(xn)}; la cual, a su vez, estd determinada en todos los casos por el comportamiento de
las sucesiones {x,} e {yn}, excepto cuando dicha sucesién {y,log(xn)} es una indeterminacién
del tipo “0c0”, 1o que ocurre en los siguientes casos.

a) {Xn} — 1, {|yn|} — +oc (indeterminacién “1*”)
b) {Xn} — 4+, {yn} — 0 (indeterminacién “occ?”)

c) {xn} =0, {yn} — 0 (indeterminaci6n “0°%”)

Cuando estudiemos las derivadas veremos algunas técnicas que permiten resolver en mu-
chos casos estas indeterminaciones.

5.2. Sucesiones de niimeros complejos

5.25 Definicién. Una sucesién de niimeros complejos {z,} se dice que converge a un niimero
complejo z si, dado cualquier niimero real € > 0, existe un nimero natural m tal que si n es
cualquier nimero natural mayor o igual que m se cumple que |z,— Z| < €. Simbdlicamente:

Ve>0dmeeN :n>m=|z—27 <€
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Se dice que el nimero z es limite de la sucesion {z,} y se escribe rI]'lm {zn} = z o, simplemente,
[im{z,} = z e incluso, si no hay posibilidad de confusién, {z,} — z

Observa que, en virtud de la definicién dada, se verifica que
{z}—-2 <= |z—-2z|—0
Recordemos que max{|Rez|,|Imz|} <|z| < |Rez +|Imz. Gracias a esta desigualdad tenemos que

|Rez, — Rez|
< |zn—7 < |Rez, — Rezl + |Imz, — ImZ
[Imz, — ImZ|
Deducimos que |z, — 7 — 0si, y s6lo si, |Rez, — Rez] — 0y |Imz, — Imz — 0. Hemos probado asi
el siguiente resultado.

5.26 Proposicion. Una sucesion de niimeros complejos {z,} es convergente si, y solo si, las suce-
siones de niimeros reales {Rez,} y {Imz,} son convergentes. Ademds, en dicho caso

lim{zn} =z<= Rez=Ilim{Rez,} y Imz=Ilim{Imz,}

Gracias a este resultado el estudio de sucesiones de nimeros complejos se reduce a estudiar
la convergencia de dos sucesiones de nimeros reales.

Los resultados obtenidos para sucesiones de nimeros reales en los que no interviene la es-
tructura de orden son también vdlidos para sucesiones de niimeros complejos. Son vélidos, en
particular, los resultados relativos a dlgebra de limites, el teorema de Bolzano—Weierstrass y el
teorema de complitud.

5.3. Ejercicios

1. a) Sea {x,} una sucesién y supongamos que hay nimeros p €]0,1[, peN, tales que para
todon> pes [Xn+1| < p|Xn| - Prueba que lim{x,} = 0.

., . . . [ Xnt1
b) Sea {x,} una sucesién de niimeros no nulos verificando que lim X1l = A, donde

Xl
0<A < 1. Prueba que lim{x,} = 0.
Aplicacién. Dados a€] — 1,1[, kN, prueba que limp_.,{n‘a"} = 0.
2. Estudia la convergencia de las sucesiones siguientes.
20+ (—1)"(n+2) (14 (=pm\" S (1+n\"
T N3 =T =\
n
Xn=va+b" (a>0,b>0) x=) —— Xn= vn+1— n
n ( ) n g \/W n \/_

|
o= VIZFEH2 —n o= (VPR VR-n) (VATIH VD) =

Sugerencia. En algunos casos puede usarse el principio de las sucesiones encajadas o el
ejercicio anterior.
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3. Utiliza la desigualdad de las medias para probar que /n < L:]_Z\/ﬁ Deduce que
lim{y/n =1
1.3.5...(2n-1) 1 ) B
Sea x, = A6 o Prueba que xy < \/TTL Deduce que lim{x,} = 0.

10.

11.

12.

. Como consecuencia inmediata de la formula del binomio de Newton, la desigualdad

(1+x)" > 1+ nx es vélida para todo x > 0. Usa dicha desigualdad para probar que la suce-

sién n(v/n+1 — {/n) convergea 0.
vi+a—1 1

Supongamos que {a,} — 0. Prueba que lim a2

Sean ag, ay, . ..,ap numeros reales cuya suma es igual a cero. Justifica que
r']m{aO\/ﬁ-i-al\/n-i- 1+avn+2+4+---+ap/n+ p} =0

Sugerencia. Saca factor comun +/n, restaag+ai +--- +a, y usa el ejercicio anterior.

Dados 0 < b; < a3, definamos para todo neN:

+b
ani1= an2 n7 Pny1= v/anbn.

Justifica que las sucesiones asi definidas son monétonas y convergen al mismo nimero
(que se llama media aritmético-geométrica de a; y by).

. Estudia la convergencia de las siguientes sucesiones.

4+ 3%,
34+ 2%,

b) Dado a> 0, definimos X3 = /&, Xn+1 = v/a+ X
. 1 a
¢) Dadoa>0,a#1, definimosx; = a, Xp11 = > (xn+ X—>.
n

Sugerencia. Estudia en cada caso monotonia y acotacién.

(l) X1= 1v Xnt+1 =

a) ParacadaneNsea xp=1+ %—i— e —|—% —log(n), Yn=Xn— % Prueba que {xn} es estricta-
mente decreciente e {y} es estrictamente creciente. Deduce que ambas sucesiones
convergen a un mismo niimero. Dicho ndamero se llama la constante de Euler, se re-
presenta por la letra griega y. No se sabe si dicho namero es racional o irracional.

1+1/2+---4+1/n

log() t

b) Deduce que A’lrrolo

¢) Justifica que
1

[im i+—+ Jri =log2
n—o | N4+1 n+2 on |~ 09

;Puede existir alguna sucesién acotada, {x,}, verificando que |x, — Xm| > 10~ "®siempre que
n+# m? Razona tu respuesta.

Sea {X,} una sucesién de nimeros reales y supongamos que existen p€|0,1], peN, tales
que |Xnt2— Xnt-1| < P|Xn+-1— Xn| para todo n> p. Prueba que {x,} es convergente.
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Sugerencia. Deduce primero que |X,12 — Xn+1| < p"|X2 — X1|. Teniendo ahora en cuenta que
para todos n,heN se verifica que:

pn

pn+h_|_pn+h71_i_pn+h72_|_m_i_pn< s

deduce que {x,} verifica la condicién de Cauchy.

13. Seal unintervalo cerrado (puede ser | =R); f: |1 — R una funcion, y supongamos que hay
un ndmero a €]0,1] tal que

[f(x)— f(y)|<alx—y|, paratodosxyenl.

Supongamos ademds que f(x) €l para todo x €. Dado un punto a €1, definamos {x,} por
X1=4a,y Xn+1= f(Xn) para todo neN. Prueba que {x,} converge a un punto x €| que es el
unico punto fijo de f, es decir, f(x) = x.

144 284 3o K

14. Sea k un numero natural. Calcula el limite de la sucesién KT

15. Dadas dos funciones polinémicas P,Q, tales que el grado de Q es mayor o igual que el

P(n)

grado de Py Q(n) # 0 para todo n€N, justifica que la sucesién {W} es convergente y

calcula su limite.
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Leccion 6

Continuidad en intervalos cerrados y acotados. Limite funcional

Introduccion

Sabemosya quelaimagen, f(l), de unintervalo | por una funcién continua f es un intervalo.
Nos preguntamos ;Es f(I) un intervalo del mismo tipo que 1?2 Enseguida nos damos cuenta de
que no tiene por qué ser asi.

1. f(x)=x% f([-1,1]) = f(]—1,1]) =[0,1];

2. £(x) =1/% £(]0,1]) = [1,+0of; f([1,+00]) =]0,1].

3. f(x)=semx; f(]—mmj=[-1,1].
Vemos asi que la imagen por una funcién continua de un intervalo abierto, o semiabierto, o de
una semirrecta, puede ser un intervalo de distinto tipo. Nos queda por considerar qué ocurre
con los intervalos cerrados (y acotados), es decir, los de la forma [a,b]. N6tese quessi f: [a,b] — R
es continua, para probar que f([a,b]) es un intervalo cerrado y acotado basta probar que el

conjunto f([a,b]) tiene maximo y minimo, es decir, que hay nimeros u,ve [a,b] tales que para
todo xe([a,b] es f(u) < f(x) < f(v), pues entonces serd f([a,b]) = [f(u), f(v)].

6.1 Definicion. Sea f: B — R. Se dice que f estd acotada en E si el conjunto f(B) esté acotado.
Se dice que f alcanza en B un maximo (resp. un minimo) absoluto si el conjunto f(B) tiene
maximo (resp. minimo), es decir, existe algtin punto ce B (resp. b€ B) tal que f(x) < f(c) (resp.
f(b) < f(x)) para todo xeB.

El siguiente resultada es importante. Su demostracién se propone como ejercicio.

6.2 Proposicién. Sea f: A — R una funcion continua en un punto X< A. Entonces para toda
sucesion {x,} de puntos de A que converge a x se verifica que la sucesion { f (xn) } converge a f(x).

limf(xn) = f(limx,) = f(x)

59
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6.3 Teorema (Teorema de Weierstrass). Toda funcién continua en un intervalo cerrado y aco-
tado alcanza en dicho intervalo un mdximo y un minimo absolutos. En particular, toda funcién
continua en un intervalo cerrado y acotado estd acotada en dicho intervalo.

Demostracién. Sea f: [a,b] — R una funcién continua. Queremos probar que hay algiin punto
ce[a,b] enel que f alcanza un méximo absoluto.

Empezaremos probando que f estd acotada en [a, b]. Razonamos por contradiccién: supon-
dremos que f no estd acotada y llegaremos a una contradiccién. Si f no est4 acotada entonces
para cada neN tiene que haber algiin punto x, € [a,b] tal que f(x,) > n. La sucesioén {xn} estd aco-
taday, por el teorema de Bolzano-Weierstrass, tiene alguna parcial y, = X5(n) convergente. Sea
x=lim{xn}. Como a <y, < bse deduce que a< x< by por tanto x€ [a,b] (aqui es donde se usa el
hecho de que [a,b] es un intervalo cerrado). Usando la proposicién anterior y la continuidad de
f en x obtenemos que la sucesién { f(y,)} debe ser convergente. Pero esto es imposible porque
f(yn) = f(Xs(n)) = 0(n) > nlo que nos dice que la sucesion { f(yn) } no estd acotada y por tanto no
puede ser convergente.

Como f estd acotada, el conjunto f [a,b] es un conjunto acotado de ntimeros reales y, por
tanto, tiene supremo e infimo. Sea = supf [a,b]. Probaremos que € f [a,b]. Para cada ne N
tiene que existir un z, € [a,b] tal que p—1/n< f(z,) < B. Repitiendo el razonamiento anterior
obtenemos que la sucesién {z,} tiene alguna sucesién parcial convergente. Sin perder genera-
lidad, podemos suponer que la propia {z,} es convergente. Sea z = lim{z,}. Entonces z< [a,b]
(por ser un intervalo cerrado) y f(z) =lim f(z,) = B. En consecuencia f alcanza un méximo ab-
soluto en el punto z.

Anélogamente se prueba que o = inff [a,b] € f [a,b].
Como aplicacion del teorema de Weierstrass puede probarse el siguiente resultado.

n
6.4 Proposicién. Una funcion polinémica de grado par f(x) = Z axX alcanza un minimo ab-
k=0
soluto en R si el coeficiente lider es positivo, an > 0, y alcanza un mdximo absoluto en R si el

coeficiente lider es negativo, an < 0.

6.1. Limite funcional

Sea | un intervalo, aun punto de |, y f una funcién definida en | \ {a}. Naturalmente, como
f no estd definida en ano tiene sentido hablar de la continuidad de f en a. Sin embargo, pode-
mos preguntarnos jes posible encontrar un nimero L €R tal que definiendo f(a) = L, la nueva
funcién asi obtenida sea continua en a? Para ello el niimero L tendria que cumplir la siguiente
propiedad:

Ve RT JdeR™ : [f(x)—L|<e

0<|x—al<d }
=
xel

donde la condicién “0 < |x—a|” es obligada porque la funcién f no esté definida en a.

Podemos modificar un poco la situacién anterior, suponiendo ahora que f estd definida en
todo el intervalo | pero no es continua en a. En este caso queremos cambiar el valor de f en a,
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es decir, encontrar, si es posible, un niimero L €R tal que definiendo el valor de f en a igual a
L, la nueva funcion asi obtenida sea continua en a. La condicién que tiene que cumplir dicho
numero L es exactamente la misma de antes.

Noétese que ahora la condicién “0 < [x— a|” es obligada porque nuestra funcién f no esta defi-
nida en a de “forma apropiada’.

En los dos casos considerados la condiciéon obtenida es la misma con independencia del hecho
de que f esté o no definida en a y, en caso de estarlo, del posible valor que f pueda tener en a.
Por ello, en lo que sigue consideraremos la siguiente situacion.

Notacién. En adelante, representaremos por | un intervalo; a serd un punto de |,y f serd una
funcién que supondremos definida en |\ {a} sin excluir la posibilidad de que dicha funcién
pueda estar definida en todo el intervalo | lo cual, para nuestros propdésitos actuales, carece de
importancia.

6.5 Definici6n. Se dice que f tiene limite en el punto a si existe un namero L €R tal que se
verifica lo siguiente:

veeRY JdeR" : If(x)—L|<e

O<|x—al<d
xel

Dicho ntimero se llama limite de f en ay escribimos Iirr; f(x)=L.
X—

Observa que la existencia del limite es independiente de que f esté o no definida en a y, en
caso de estarlo, del valor que f pueda tener en a. También debe advertirse que en la definicién
de la igualdad )I('m; f(x) =L, s6lo intervienen desigualdades.

Es fécil probar que el limite de una funcién en un punto, si existe, es tinico. Una consecuencia
inmediata de la definicion dada es el siguiente resultado.

6.6 Proposicion. Sea f: | — R una funcién definida en un intervalo y sea a€|. Equivalen las
afirmaciones siguientes:

i) f es continua en a.

i) lim f(x) = f(a).

i) lim () = (@)

En la recta real es posible distinguir si nos acercamos “por la derecha” o “por la izquierda” a un
punto. Ello conduce de forma natural a la consideracion de los limites laterales que pasamos a
definir.

Limites laterales de una funcién en un punto
Supongamos que:

A) Elconjunto {x€l :a< x} no esvacio. En tal caso, se dice que f tiene limite por la derecha
en a, si existe un nimero o €R tal que se verifica lo siguiente:

a<x<a+o

Ve e RT 38Rt -
xel

}:> [f(x)—a] <€
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Dicho ntimero se llama limite por la derecha de f en ay, simbdlicamente, escribimos

Iimf(x) =a.
X—a
X>a

B) Elconjunto {x€l:x< a} no esvacio. Ental caso, se dice que f tiene limite por la izquierda
en a, si existe un nimero B<R tal que se verifica lo siguiente:

a—-d0<x<a }

Ve c RT 38Rt :
xel

[f(x) Bl <e

Dicho nimero se llama limite por la izquierda de f en ay, simbdlicamente, escribimos
lim f(x) =B.
X—a

Xx<a

Teniendo en cuenta las definiciones dadas, es inmediato que:

i) Si a=supl, entonces )I(mf(x) = )I)((lirg‘f(x).

ii) Si a=1infl, entonces lim f(x) = lim f(x).
S =

iii) Si a no es un extremo de |, entonces equivalen las afirmaciones:

a) limf(x) =L,
b) lim f(x) = Jim f(x) = L.
X<a X>a

6.2. Limites infinitos

Funciones divergentes en un punto

Se dice que f es positivamente divergente en a si se verifica lo siguiente:

O<|x—al<d }

VM eR" JdeR" : f(x) >M

xel

Simbdlicamente, escribimos lim f(x) = +oc.
X—a

Se dice que f es positivamente divergente por la izquierda en a si se verifica lo siguiente:

a—-d0<x<a }

VM eRT 33eRT : f(x) >M

xel
Simbolicamente, escribimos [im f (X) = +o0.
X<a

De forma anéloga se definen los conceptos:

= “f es positivamente divergente por la derecha en a”. Simbdlicamente )I(lg; f(x) = +o0
xX>a

= “f es negativamente divergente en a”. Simboélicamente lim f (x) = —oo.
X—a

= “f esnegativamente divergente por laizquierda o por la derecha en a”. Simbdlicamente
Imf(x)=—oco |imf(x)=—-o00
X—a X—a
X<a xX>a
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Limites en infinito

Sea f:| — R una funcién definida en un intervalo no mayorado |. Se dice que f tiene limite
en +oo si existe un nimero L €R tal que se verifica lo siguiente:

K
Ve c Rt IKeR' : Xx>e| }:> If(x)—L|<e

Dicho ntimero se llama limite de f en +oco y escribimos x“T f(x)=L.

Andlogamente se define el limite en —oc.

Funciones divergentes en infinito

Sea f:| — R una funcién definida en un intervalo no mayorado 1. Se dice que f es positi-
vamente divergente en +oo si se verifica lo siguiente:

VM eRT JKeR' : x>Kl_ f(x) >M
xel

En cuyo caso escribimos [im f(x) = +oo.
X— 400

Llegados aqui, el lector no tendrd dificultad en precisar el significado de:

M 10 =~ im0 = +oo, fim_f(x) = ~oo.

El siguiente resultado establece una importantisima relacién entre el limite funcional y el
limite de sucesiones.

6.7 Proposicion. Sea f una funcién y sean a,L cRU {400, —o0}. Equivalen las afirmaciones:
i) Lﬂ f(x)=L

ii) Para toda sucesién {x,} de puntos en el dominio de definicion de f, tal que {xn} — aconx, # a,
se verifica que { f (xn)} — L.

6.3. Discontinuidades. Algebra de limites. Limites de funcio-
nes mond4tonas

Clasificacién de las discontinuidades
Sea f:| — R una funcién definida en un intervalo y sea ac|.

= Si f tiene limiteen ay Iirr; f(x) # f(a), se dice que f tiene en el punto a una discontinui-
X—
dad evitable.
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= Silos dos limites laterales de f en a existen y son distintos:
lim £(x) # [im f(x)
X<a X>a

se dice que f tiene en el punto a una discontinuidad de salto.

= Si alguno de los limites laterales no existe se dice que f tiene en el punto a una disconti-
nuidad esencial.

Es evidente que el concepto de limite es, al igual que el de continuidad en un punto, un con-
cepto local; la existencia del limite de una funcién en un punto a depende solamente del com-
portamiento de la funcién en los puntos préximos al punto a.

Es importante advertir que el concepto de limite lateral es un caso particular del concepto ge-
neral de limite de una funcién en un punto. Por ello, cualquier resultado referente a limites de
funciones en un punto puede ser convenientemente enunciado para limites laterales sin mds
que considerar la restriccién de la funcién a la derecha o a la izquierda del punto en cuestion.

El siguiente resultado pone de manifiesto la compatibilidad de la “operacién de paso al limite”
con la estructura algebraica y de orden de R.

6.8 Teorema (Algebra de limites). Supongamos que f y g tienen limite en a donde aceptamos
que a puede ser un niimero real, 0 +0, 0 —o. Se verifica entonces que:

i) Las funciones f +9 y fg tienen limiteen a y

lim(f +g)(x) = lim £(x) +limg(x), lim(fg)(x) = Iim f(x) lim g(x)

X—a

ey e e . 1 1
i) Si )I(mf(x) + 0, entonces )I(mm = W

iii) Sif(x) <g(x) paratodoxel, X # a, entonces )|('ITT; f(x) < )I(in;g(x)
iv) Supongamos que f(x) < h(x) < 9(X) para todoxel,x+ay )I(in;f(x) = limg(x) = L. Entonces

X—a
se verifica que h tiene limite en a y)l(irr; h(x) = L.

En el siguiente resultado se establecen condiciones que garantizan la divergencia de una
suma o de un producto.
6.9 Teorema. Supongamos que f es positivamente divergente en a, )|(II’T; f(x) = + 00, donde acep-
tamos que a puede ser un niimero real, 0 +00, 0 —oo.
i) Supongamos que hay un numero M e R tal que g(x) > M para todo x< |, x # a. Entonces
lim(f +g)(x) = +oo.
X—a
ii) Supongamos que hay un niimero M > 0 tal que g(X) > M para todo x€ |, X # a. Entonces

lim (fg)(x) = +oo.

En el siguiente resultado se establecen condiciones que garantizan que un producto tenga
limite igual a cero.
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6.10 Teorema. Supongamos que )|(II’T; f(x) =0, y que hay un niimeroM > 0 tal que |g(x)| <M para
todoxel, x + a. Entonces )I(’m;(fg) (x)=0.

Un resultado establece que la continuidad permuta con el paso al limite.

6.11 Teorema. Sig es continua en el puntolL = )I('m; f(x), entonces )I('m;(g of)(x) =g(L). Simbdlica-
mente:

lim(gof)(x) = g(lim f(x))

X—a X—a

6.4. Continuidad y monotonia

6.12 Teorema (Limites de una funcién monétona). Sea f una funcioén creciente definida en un
intervalo 1.

i) Para todo puntoac| que no sea un extremo de| se verifica que:

lim f(x) = sup{f(x) : xel,x<a} lim f(x) = inf{f(x) : xel, x> a}
X<a xX>a

ii) SiacRU{—oo} es el extremo izquierdo de |, entonces:
a) Si f estd minoradaen | es)l(in;f(x) =inf{f(x) : xel\ {a}}.

b) Si f no estd minorada en | es)l(ir‘rél‘f(x) = —o00.
iii) SiacRU{+oco} es el extremo derecho de |, entonces:

a) Si f estd mayoradaen | es)l(in;f(x) =sup{f(x):xel\{a}}.

b) Si f no estd mayoradaen | es )I(ir‘rél‘f(x) = +oo.

Demostracién. Supongamos que a< | no es el extremo izquierdo de |, es decir que el conjunto
{xel :x< a} no es vacio. Entonces, el conjunto B={ f(x):x€l, x< a} tampoco es vacio y, por ser
f creciente, el nimero f(a) es un mayorante de B. Sea o = sup{f(x) : xel,x < a}. Dado € > 0, el
ndmero a — € no puede ser mayorante de B, es decir, tiene que haber algin punto x, €1, X, < @
tal que a — & < f(xo). Sea 6 = a— %, > 0. Entonces para a— 0 < X < a, esto es, para X, < X < a,
se verifica que a — & < f(X) < f(X) < a, lo que claramente implica que 0 —e < f(X) < o +¢, es
decir, [f(X) — a| < &. Hemos probado asi que [im f(x) = sup{f(x) : xel, x < a}. Los demds casos

X<a
se prueban de forma muy parecida y quedan como ejercicios. m]

6.13 Teorema (Discontinuidades de las funciones monétonas). Sea f una funcion mondtona
en un intervalo. Entonces:

i) En los puntos del intervalo que no son extremos del mismo, f solamente puede tener dis-
continuidades de salto.

ii) Si el intervalo tiene mdximo o minimo, f puede tener en dichos puntos discontinuidades
evitables.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculo - Ing. de Telecomunicacién



Indeterminaciones en el calculo de limites 66

6.14 Teorema (Continuidad de una funcién monétona). Una funcion monoétona definida en
un intervalo es continua si, y sélo si, su imagen es un intervalo.

Demostracién. En efecto, si f:1 — R es una funcién creciente en un intervalo | y suponemos
que su imagen f(I) es un intervalo entonces, si ac| no es un punto extremo de I, es decir, hay
puntos u,vel tales que u < a < v, tenemos que

{f(x):xel,x<a} D [f(u),f(a)], {f(x):xel,x>a}>d]f(a),f(v)]

y deducimos que
lim f(x) = f(a) = [im f(x)
X<a xX>a

esto es, f es continua en a. Andlogamente se prueba que si | contiene a alguno de sus extremos
entonces f es continua también en esos puntos.

Teniendo en cuenta que la funcién inversa de una funcién estrictamente mondétona es también
estrictamente mondtona (y del mismo tipo), se deduce de lo anterior el siguiente importante
resultado.

6.15 Teorema. La funcion inversa de una funcion estrictamente monoétona y continua en un
intervalo es también una funcién continua y estrictamente monétona.

El siguiente resultado se demuestra haciendo uso del teorema de los ceros de Bolzano y se-
rd usado en el préximo capitulo para obtener una importante propiedad de las funciones con
derivada distinta de cero. Su demostracién no afiade nada nuevo a lo que ya sabemos y por eso
no la incluyo aqui; pero lo que se afirma en él es muy intuitivo: si una funcion es continua e in-
yectiva en un intervalo entonces es claro que su grdfica no puede subir y bajar, en consecuencia
o siempre sube o siempre baja.

6.16 Teorema (Funciones continuas e inyectivas en intervalos). Una funcién continua e in-
yectiva definida en un intervalo es estrictamente monaotona.

6.5. Indeterminaciones en el calculo de limites

Frecuentemente hay que estudiar el limite de una suma o producto de dos funciones preci-
samente cuando las reglas que hemos visto anteriormente no pueden aplicarse. Se trata de
aquellos casos en que el comportamiento de las funciones f + g, fg, no estd determinado por el
de f y g. Por ejemplo, si sabemos que )I(mr; f(x) =400 yque )I(er;g(x) = —00, ;qué podemos decir
en general del comportamiento en el punto a de la funcién f + g? Respuesta: absolutamente
nada. En consecuencia, para calcular un limite del tipo )I(m(f +9)(x) donde me(x) =400y
)I(ig;g(x) = —oo serequiere un estudio particular en cada caso. Suele decirse que estos limites son
una indeterminacién del tipo “co—o0”.

Andlogamente, si sabemos que )I('m; f(x) = 0y que la funcién g es divergente (positivamente o
negativamente) en el punto a, ello no proporciona ninguna informacién sobre el comporta-
miento de la funcién fg en dicho punto. Cuando esto ocurre se dice que el limite )|('ITT; (fg)(x)
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es una indeterminacién del tipo “0Occo”. Las indeterminaciones que aparecen al estudiar el
cociente de dos funciones divergentes o de dos funciones con limite cero, es decir, las llamadas
indeterminaciones de los tipos “co/o00”, “0/0”, pueden reducirse a una indeterminacién del
tipo “0c0”.

Todavia hemos de considerar nuevas indeterminaciones que van a surgir al considerar funcio-
nes de la forma f(x)9% donde f es una funcién que toma valores positivos y g es una funcién
cualquiera. Puesto que:

f(x)9% = exp(g(x)log f (%))
teniendo en cuenta los resultados anteriores, el limite L'E;l f(x)9% vendra determinado por el
limite )I(ig;g(x) logf(x), el cual, a su vez, estd determinado en todos los casos por el comporta-

miento en el punto a de las funciones f y g, excepto cuando dicho limite es una indetermina-
cion del tipo “000”, lo que ocurre en los siguientes casos:

a) )I(in;f(x) =1, )I(ir‘r;|g(x)| =400 (indeterminacion “1*”)

b) Iirr;f(x) = +o0, |'IFYAQ(X) =0 (indeterminacién “occ?”)
X— X—

c) )I(in; f(x) =0, J(i”;g(x) =0 (indeterminacién “0°")

Ni que decir tiene que no hay técnicas generales que permitan “resolver las indeterminacio-
nes”, ino serian tales si las hubiera! Es por ello que, los limites indeterminados, requieren un
estudio particular en cada caso. Es un hecho que la mayoria de los limites que tienen algtn in-
terés matemadtico son limites indeterminados. Cuando estudiemos las derivadas obtendremos
técnicas que permitirdn calcular con comodidad dichos limites.

Limites de exponenciales y logaritmos

Los resultados que siguen son de gran utilidad para calcular limites. Su justificacién se verd
mas adelante.

6.17 Proposicion. Sea a un niimero real o +oo 0 —oo. En los apartados bl), b2) y b3) se supone
que f(x) > 0.

al) limf(x) =L <= lime'® =gt
X—a X—a

a2) lim f(x) = +oo0 <= lime'™ = 400,
X—a X—a

a3) lim f(x) = —oco <= lime'™® =0,
X—a X—a

bl) limf(x)=L> O<:>)I('|rrglogf(x) = logL.

X—a

b2) lim f(x) = 400 <= limlog f (x) = +o0.

X—a X—a

b3) J(er;lf(x) =0 )I(erllogf(x) = —oo0.
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El siguiente resultado es de gran importancia. En él se comparan los “érdenes de crecimien-
to” de las funciones logaritmo, potencias y exponenciales, resultando que el logaritmo crece
mas lentamente que cualquier potencia positiva y éstas, a su vez, crecen mds lentamente que
la exponencial.

.l . |logx*
6.18 Proposicién. 1) [im [logx|
X——+o0 XA

=0 para todosa >0y HeR.

1) Iing)|x|°‘ |log|x| | = 0 para todosa > 0y peR.
X—

XA
111) XHTW X = 0 para todosa > 0yu> 0.

6.6. Ejercicios

1. Sea f:[a,b] — R continua. Supongamos que para cada x< [a,b] hay algtn y€ [a,b] tal que
[f(y)| < %| f(x)|. Prueba que f se anula en algtin punto de [a, b].

2. Sea f:[a,b] — R continua. Prueba que la funcién g: [a,b] — R dada por g(x) = maxf([a,x]),
(a<x<b), es continua.

3. Sea f:[a,b] — R continua, pongamos M = maxf ([a, b]), m= minf([a,b]) y supongamos que
f(a) = f(b) y que m< f(a) < M. Prueba que f toma todo valor de [f(a),M[U]m, f(a)] en al
menos dos puntos de [a,b).

4. Laecuacion ax’+2x—1=0 dondea > —1, a# Otiene dos soluciones que representaremos
por A(a) y por p(a). Calcula los limites de dichas funciones ena=0yena= —1.

5. Prueba que, dado xR, la ecuacion logt +t® = x tiene una unica solucion, que represen-
tamos por ¢(x). Justifica que la funcién x — ¢(x), (x€R), asi definida es continua.

6. Sea f:[0,1] — R continua verificando que |f(s) — f(t)| > |s—t| paratodoss,t€[0,1],y f({0,1}) =
{0,1}. Prueba que o bien es f(x) = x para todo x€[0,1], o bien es f(x) =1— x para todo
x€[0,1].

7. Estudia los limites en +oco y en —oco de:

a) Una funcién polinémica.
b) Una funcion racional.

8. Justifica que una funcién polinémica de grado par o bien alcanza un méaximo en R o bien
alcanza un minimo absoluto en R.
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Leccion 7

Derivadas

Introduccion

Los origenes del Calculo estuvieron motivados por el deseo de resolver diversos problemas
vinculados al movimiento de los cuerpos, asi como problemas de tipo geométrico de impor-
tancia en Optica y problemas de calculo de valores méaximos y minimos de una funcién dada.
Simplificando podemos destacar dos problemas principales:

= Determinar la tangente a una curva en un punto (el problema de las tangentes).

= Determinar el drea encerrada por una curva (el problema de las cuadraturas).

Son los conceptos de derivada e integral, respectivamente, los que permiten resolver satisfacto-
riamente dichos problemas. Mientras que el concepto de integral tiene sus raices en la antigiie-
dad clésica, la otra idea fundamental del Célculo, la derivada, no se formul6 hasta el siglo XVII.
Fue el descubrimiento efectuado por Sir Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm Leib-
nitz (1646-1716) de la relaciéon entre estas dos ideas, tan dispares en apariencia, lo que inici6
el magnifico desarrollo del Célculo. Si bien los trabajos de Newton y Leibnitz son decisivos por
sus aportaciones e influencia, no hay que olvidar que ellos son el punto culminante de un largo
proceso en el que han participado cientificos de la talla de Johannes Kepler (1571-1630), René
Descartes (1596-1650), Pierre de Fermat (1601-1665), John Wallis (1616-1703) e Isaac Barrow
(1630-1677) entre otros.

7.1.1. Concepto de derivada. Interpretacion fisica y geométrica

Para entender los resultados del Célculo diferencial es necesario, antes que nada, compren-
der la idea basica del mismo: el concepto de derivada. La derivada de una funcién puede in-
terpretarse geométricamente como la pendiente de una curva, y fisicamente como una razén
“instantdnea” de cambio.
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Tangente a una curva

A principios del siglo XVII no se sabia c6mo calcular la tangente a una curva en un punto de la
misma. Este problema se presentaba con frecuencia en mecdnica, en 6ptica y en geometria.

Vamos a estudiar el concepto general de tangente a una curva en un punto dado. En general,
no es un asunto sencillo hallar la pendiente de esta tangente. La razén es que, en principio, se
necesita para ello otro punto, ademds del de tangencia. Supongamos que queremos hallar la
tangente a la curva de ecuacion cartesiana y = f(x) en el punto (a, f(a)). La estrategia, usada
primero por Pierre de Fermat y mds tarde por Newton, consiste en aproximar la tangente por
rectas secantes cuyas pendientes si pueden calcularse directamente. En particular, considérese
la recta que une el punto (a, f(a)) con un punto cercano, (x, f(x)), de la grafica de f. Esta recta
se llama una secante (recta que corta, pero no es tangente a la curva). La pendiente de esta

secante es:
f(x)—f(a)
X—a
dicho ntiimero suele llamarse cociente incremental de f en a.

Nétese que una secante es una buena apro-
ximaci6n de la tangente, siempre que el pun-
(x f(x)) to (x, f(x)) esté muy préximo a (a, f(a)). Estas
consideraciones llevan a definir la tangente
f(x)— f(a) ala grdfica de f en el punto (a, f(a)) como la
recta que pasa por dicho punto y cuya pen-
\ (a,f(a) diente es igual al limite:

X—a
i f(x)—f(a)
X—a X—a

supuesto, claro estd, que dicho limite exista.

Razo6n de cambio

Muchas leyes de la Fisica, la Quimica, la Biologia o la Economia, son funciones que relacionan
una variable “dependiente” y con otra variable “independiente” x, lo que suele escribirse en la
forma y = f(x). Si la variable independiente cambia de un valor inicial a a otro X, la variable y
lo hace de f(a) a f(x). La razén de cambio promedio de y = f(X) con respecto a x en el intervalo
[a,X] es:
Razo6n de cambio promedio = w

Con frecuencia interesa considerar la razén de cambio en intervalos cada vez més pequenos.
Esto lleva a definir lo que podemos llamar “razén de cambio puntual de 'y = f(X) con respecto a
X en el punto a” como:

fim 10— (@)

x—a  X—a
El ejemplo més conocido de esto que decimos es el de una particula que se mueve a lo lar-
go de una recta sobre la cual hemos elegido un origen. Sea f(t) la distancia de la particula al
origen en el tiempo t. La razén de cambio promedio tiene en este caso una interpretacion fi-
sica natural. Es la velocidad media de la particula durante el intervalo de tiempo considerado.
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Parece intuitivo que, en cada instante, la particula se mueve con una determinada velocidad
instantdnea. Pero la definicion corriente de velocidad es en realidad una definicién de veloci-
dad media; la tinica definicion razonable de velocidad instantdnea es como la razén de cambio
puntual. Es importante darse cuenta de que la velocidad instantdnea es un concepto tedrico, y
una abstraccion, que no corresponde exactamente a ninguna cantidad observable.

Notacidén. En lo que sigue las letras |, J representan intervalos no vacios de nimeros reales.

7.1 Definicién. Se dice que una funcién f:| — R es derivable en un punto ac|, si existe el
limite:

fim X =@

x—a  X—a
Explicitamente, f es derivable en a si hay un nimero L € R verificando que para cada nimero
€ > O existe algin ntimero & > Otal que paratodox €| con x#ay | x—a|< d se tiene que:

‘f(x)—f(a) L

X—a

<E.

Dicho ntimero L se llama la derivada de f en ay suele representarse por f’(a) (notacién debida

a Lagrange) y también, a veces, por 2 (fj (XX>

(notacién de Leibnitz).
X=a

Observaciones

w se escribe también en la forma Li m W'

i) El limite Iim

X—a
ii) La derivabilidad de f en un punto a € | es una propiedad local, depende solamente del com-
portamiento de f en los puntos de | préximos al punto a. Concretamente, si J es cualquier
intervalo abierto que contiene el punto a, se verifica que f es derivable en a si, y s6lo si, la fun-
cion restriccion f; es derivable en a 'y, por supuesto, en tal caso ambas funciones tienen la
misma derivada en a.

7.1.2. Derivadas laterales

7.2 Definicién. Se dice que f es derivable por la izquierda en a si existe el limite:

)l(mf(x)—f(a).
x<a X—a

El valor de dicho limite se llama la derivada por la izquierda de f en a.

Andlogamente se dice que f es derivable por la derecha en a, si existe el limite:

me(x)—f(a)_
X>a X—a

El valor de dicho limite se llama la derivada por la derecha de f en a.

Teniendo en cuenta la relacién que hay entre el limite de una funcién en un punto y los limites
laterales, es claro que:
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i) Si a= méxl, entonces la derivabilidad de f en a es lo mismo que la derivabilidad por la
izquierda de f en a.

ii) Si a= minl, entonces la derivabilidad de f en a es lo mismo que la derivabilidad por la
derechade f ena.

iii) Si a no es un extremo de |, entonces equivalen las afirmaciones:

a) f esderivable en a.

b) Las derivadas por la izquierda y por la derecha de f en a existen y coinciden.

El siguiente resultado nos dice que la derivabilidad es una propiedad maés fuerte que la conti-
nuidad.

7.3 Proposicion. Toda funcién derivable en un punto es continua en dicho punto.
En efecto, si f: 1 — R es derivable en a, de la igualdad:

f(x)= f(a)+(x—a)w (xel, x+a)
se sigue que J(IFT; f(x) = f(a), es decir, f es continua en a.

7.4 Teorema (Reglas de derivacion). Sean fg:| — R dos funciones. Se verifican las siguientes
afirmaciones:

i) Lafuncion suma f + gy la funcion producto fg son derivables en todo punto ac| en el que
f yg sean derivables; en tal caso las derivadas respectivas vienen dadas por:

(f+9)(@)=f'(a+g'(@); (fg)(a)="f'(a)g(a)+f(a)g'(a)

ii) Sig(x) # 0 para todox € 1, la funcién cociente f /g es derivable en todo punto ac| en el que
f yg sean derivables en cuyo caso se verifica que:

(j) / (a) = f'(a)g(a) — f(a)g'(a)
g (9(a))?
7.5 Corolario. Las funciones polinomicas son derivables en todo punto y las funciones racionales

son derivables en todo punto de su conjunto natural de definicion. Ademds la derivada de la
funcién polinémica f(x) = ag+aix+apx?+---+anX" en cada punto x € R viene dada por:

f/(X) = ag + 2apX+ 3agx® + - - - + naX" 1

7.6 Teorema (Derivacion de una funcién compuesta o regla de la cadena). Sean f:1 —=R y
g:J—Rconf(l)CJ,yseah=gof:| =R lafuncién compuesta. Supongamos que f es derivable
en acl yque g es derivable en f(a). Entonces h es derivableen a y h'(a) =g'(f(a))f’(a).

En particular, si g es derivable en J, la funcion compuestah = gof es derivable en todo punto de
| donde f sea derivable.
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) =M@ _ o) ¢7(a). Por

h(x) - h
X—a

Demostracién. Pongamos b = f(a). Tenemos que probar que )I(lrr;

hipétesis se cumple que :

La idea de la demostracion es hacer en esta igualdad la sustitucién y = f(x). Como no est4 ga-
rantizado por las hipdtesis hechas que para x # a se tenga f(x) # b, no esta justificado hacer
directamente la sustitucién indicada (dividir por cero estd prohibido). Podemos evitar esta di-
ficultad como sigue. Definamos la funcioén ¢:J — R por:

o) = =90 (y2b). 4() -0

Con ello la funcién ¢ es continua en b. Es inmediato ahora comprobar que para todo x| con
X # ase verifica que:

h(X) — h(a) _ (I)(f(X)) f(X) — f(a)

X—a X—a

L)

ahora, como f es continua en a (porque es derivable en a) y ¢ es continua en b = f(a), se sigue
que ¢ o f es continua en a, por lo que:

lim&(f(x)) = $(f(a) = d(b) = g'(b).

X—a
La igualdad (1) nos dice ahora que:

[im
X—a

M0 g by (@)

a

como queriamos probar.

Derivabilidad de las funciones exponencial y logaritmo

La funcién exponencial x— exp(x) = €* (x€ R) yla funcién logaritmo natural x — logx (x € R™)
son derivables en todo punto de sus respectivos intervalos de definicién, siendo:

(exp)’(x) = expx (VX€R), (log)'(x) = )—1( (vxeR™)

Deducimos en particular que:

I X1 log(1
im 09X _ gy im &gy im0 g i e
x—1X—1 x—0 X x-0 X x—0

Deducimos también un importante resultado que permite resolver en muchos casos las inde-
terminaciones “1*” y “0c”.

7.7 Teorema (Criterio de equivalencia logaritmica). Sea ac|, f y g funciones definidas en
I'\ {a}. Supongamos que f(x) > 0 paraxel\ {a}, y que )I(ir‘rél‘ f(x) = 1. Entonces se tiene que:

DT 90 — &b si ysélosi li -1)=
i) )I(mf(x) =€ sz,ysolosz,)l(mg(x)(f(x) 1) =L.

i) lim £ (x) 9% = +o0 si, y s6lo si, limg(x)(f(x) — 1) = +oc.
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iii) lim f(x) 9% = 0 si, y sélo si, limg(x)(f(x) - 1) = —oc.

Demostracién. Sea ¢ : R™ — R la funcién dada por:
logx
D0 =20, (x#1), 0(1) =1

T x=1

Noétese que ¢ es una funcién continua. Pongamos:

f(x)9% = exp(g(x) log(f (x))) = exp(g(x)(f (x) — 1)$(f(x)))
Puesto que )I(iL‘rz\jch)(f(x)) = 1se sigue que:
limg(x)(f(x) ~ )(f(x)) = LERU{+o0} U{~o0)
si, y s6lo si
limg(9(f(x) ~ 1) = LR {+o0} U{ o0}

lo que prueba las afirmaciones hechas.

7.8 Proposicion. Sean f,g:1 — R, acl y g(x) > 0 para todo x € |. Se verifica entonces que:

i) T es derivable en a si, y sélo si, la funcion h(x) = exp(f(x)) es derivable en a en cuyo caso

W(a) = f'(a)exp(f(a)).

ii) g es derivable en a si, y solo si, la funcién ¢(x) = log(g(x)) es derivable en a en cuyo caso
9(a)

iii) Si f y g son derivables en a la funcién W(x) = [g(x)]"® también es derivable en a y

/()= bia) (log(a(a) ') + (@ =)

Derivabilidad de las funciones trigonométricas

Las funciones seno y coseno son derivables en todo punto verificindose que:

sen’(x) = cosx cos'(X) = —serx.
En particular, se verifica que:
. serx . cosx—1
[im—— =1, Ilim =0.
x—=0 X x—0 X

Las derivadas de las demés funciones trigonométricas se deducen con facilidad a partir de las
derivadas del seno y del coseno.

Derivabilidad de las funciones hiperbélicas

Las derivadas de las funciones hiperbélicas y de sus inversas se deducen con facilidad de las
derivadas del logaritmo y de la exponencial. Se comprueba sin dificultad que:

1
senh (x) = coshx, cosh/(x) = senhx, argsenHh(x) =
Vx2+1
1 -1 -1
argcosh(x) = ———, argsecl(x) = ———, argcosechx) = ———
Vx2-1 XVx2—-1 XVx2+1
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7.2. Teoremas de Rolle y del valor medio

Los resultados mads ttiles del cdlculo diferencial se refieren a funciones derivables en todos
los puntos de un intervalo. El teorema del valor medio es frecuentemente atribuido a Joseph
Louis Lagrange; no obstante, fue publicado por vez primera en 1806 por el fisico André Marie
Ampére que justificaba el resultado usando ideas de Lagrange y suponiendo que la funcién
derivada era continua lo cual, como se verd enseguida, es innecesario. Quince afios mds tarde
Augustin Louis Cauchy volvié a probar el teorema con las mismas hipotesis. El teorema del
valor medio es uno de los resultados més ttiles del Célculo. Su utilidad se debe principalmente
a que dicho teorema permite acotar el incremento de una funcién cuando se conoce una cota
de su derivada.

Michel Rolle (1652-1719) fue miembro de la Académie des Sciences y en 1691 estudiando
un método para resolver ecuaciones estableci6é sin demostrar el teorema que ahora lleva su
nombre que, como veremos, es esencialmente equivalente al teorema del valor medio.

7.9 Definicion. Dada una funcién f : | — R derivable en todo punto de I, la funcién derivada
de f eslafuncién f’:1 — R que a cada punto x € | hace corresponder la derivada de f endicho
punto.

7.10 Definicién. Dada una funcién cualquiera f : | — R, se dice que f tiene en un punto a€ |
un mdximo relativo (resp. minimo relativo) si hay algtin nimero r > Otal que Ja—r,a+r[Cly
Vx €]a—r,a+r[ se verifica que f(x) < f(a) (resp. f(X) > f(a)). La expresidon extremo relativo se
utiliza para referirse indistintamente a un maximo o a un minimo relativo.

(c,f(c) La funcién f tiene maximos relativos en los
puntos ay cy minimos relativos en los puntos b
y d. Nétese que f(d) > f(a), es decir, el valor de
una funcién en un minimo relativo puede ser
mayor que el valor en un maximo relativo.

El siguiente resultado nos dice que en los extremos relativos de una funcion derivable la tan-
gente es horizontal.

7.11 Proposicién (Condicién necesaria de extremo relativo). Sea f:1 — R, ac | ysupongamos
que f tiene un extremo relativo en a y que f es derivable en a. Entonces se verifica que f'(a) = 0.

Demostracién. Supongamos que a es un méximo relativo de f. Entonces hay un nimeror >0
tal que Ja—r,a+r[C | yVx €]a—r,a+r[se verifica que f(x) < f(a). Puesto que f es derivable en
ay el punto ano es un extremo del intervalo |, se verifica que:

f(x)—f(a)

fim *5 =2 — (a) i
x<a X—a X>a X—a

f-f@

S . .
>0, se sigue que |im <

X<a
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fo) - f(a)

f) - f(a)

Puesto que para a<x<a+r es <0, se sigue que [im <0. Por tanto f'(a) =0.

X>a

Es importante observar que esta condicién necesaria no es suficiente. Por ejemplo, la funcién
f(x) = x® no tiene ningtn extremo relativo en R pero f/(0) = 0.

7.12 Teorema (Teorema de Rolle). Sea f : [a,b] — R una funcién continua en [a,b], derivable en
|a,b[ y verificando que f(a) = f(b). Entonces existe algiin punto c €a,b| tal que f'(c) = 0.

Demostracion

La continuidad de f en [ab] ga-
rantiza que f alcanza en un pun-
to ue€fa,b] un minimo absoluto
y en un punto v € [ab] un ma-
ximo absoluto. Si {u,v} = {ab},

entonces serd f(u) = f(v) y, por
tanto f es constante en [a,b] v,
0 a c b en consecuencia, su derivada es

nula. Si {u,v} # {a,b}, entonces alguno de los puntos u, v estd en ]a,b[ y es un extremo relativo
de f por lo que, en virtud de la proposicién anterior, concluimos que la derivada de f se anula
en algtn punto de ]a,b|.

7.13 Teorema (Teorema del valor medio). Sea f : [a,b] — R una funcioén continua en [a,b)], de-
rivable en ]a,b[. Entonces existe algtin punto c €]a, b| tal que
f(b)—f(a)
/ —_
o= b—a

Demostracién. Definamos una funcién g: [a,b] — R por g(x) = Af(x) + ux donde A, p son na-
meros que elegiremos por la condicién de que g(a) = g(b), es decir A(f(a) — f(b)) = p(b—a).
Para ello basta tomar A =b—ay p= f(a) — f(b). Podemos aplicar ahora el teorema de Rolle
a la funcién g(x) = (b—a)f(x) + (f(a) — f(b))x, para deducir que hay un punto c€ja,b[ tal que
g’(c) = (b—a)f’(c)+ (f(a) — f(b)) =0, lo que concluye la demostracién.

(c,f(c)) y=f(c)+f'(c)(x—c)
| (b, f (b))

(& f(a) ¢
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7.2.1. Consecuencias del teorema del valor medio

7.14 Proposicion. Sea f una funcion derivable en un intervalo |, y supongamos que existe M > 0
tal que|f’(x)| <M para todoxe|. Entonces se verifica que |f (X) — f(y)| < M|x—y| para todos x,y€1.
En particular, si f'(x) = 0 para todo x€| entonces f es constanteen |.

7.15 Proposicion. Sea | un intervalo, ac| y f una funcion continua en | y derivable en |\{a}.
Si la funcion derivada ' tiene limite por la derecha (resp. por la izquierda) en a entonces f es
derivable por la derecha (resp. por la izquierda) en a con derivada por la derecha (resp. por la
izquierda) en a igual al valor de dicho limite. En particular, si existe )I(eré\‘f/ (X) = L entonces f es

derivableenay f'(a) = L.

Demostraci6én. Supongamos que [im f '(x) =L.Dado € > 0, existe > Otal que |a—,a] C | y para
X<a
a—d< x< aseverificaque |f'(x) — L| < €. Dado x€]a— d,a] podemos aplicar el teorema del valor

medio a la funcién f en el intervalo [x,a] y deducimos que hay algtin punto c€|x,a[Cla— 8, a] tal

que % = f’(c) y por tanto:

‘%—L‘_H'(C)—L|<a

f) - f(a)

lo que prueba que [im
X<a
por laizquierdade f enaesigualal.

El resto de las afirmaciones del enunciado se deducen facilmente de lo anterior.

=L, es decir, f es derivable por a izquierda en ay la derivada

7.16 Corolario. Sea f :1 — R derivable en el intervalo |. Entonces la funcion derivada f':1 — R
no tiene discontinuidades evitables ni discontinuidades de salto.

7.17 Proposicién (Derivabilidad y monotonia). Sea f : | — R derivable en el intervalo | . Se
verifica entonces que f es creciente (resp. decreciente) en | si, y sélo si, f'(x) > 0 (resp. f'(x) <0)
para todo x€l.

Demostracién. Supongamos que f’(x) > 0 para todo xe|. Dados dos puntos u,vel con u< v,
podemos aplicar el teorema del valor medio a f en el intervalo [u,v] para deducir que existe
cqu,v[talque f(v)— f(u) = f’(c)(v—u) >0, porlo que f(u) < f(v), esdecir f es creciente. Recipro-
f)—f(a)

— > 0’

camente, si f es creciente en | entonces para todos a,x€l, con x+ g, se tiene que

lo que implica que:
fim (0= 1@) _ ()
x—a  X—a

>0.

7.18 Teorema. Sea f :| — R derivable en el intervalo | con f'(x) # 0 para todo xe . Se verifica
entonces que:

= Obien f esestrictamente crecientey f'(x) >0 para todo x€|

= Obien f esestrictamente decrecientey f'(x) < 0 para todoxel.

Demostracién. Dados dos puntos u,vel con u# v, podemos razonar como antes para obtener
que existe c€lu, v[ tal que f(v) — f(u) = f’(c)(v—u) # 0. Hemos probado asi que f es inyectiva en
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el intervalo |. Como, ademds f es continua en | (por ser derivable), podemos usar un resultado
del capitulo anterior para deducir que f es estrictamente mondétona en |. Es suficiente tener en
cuenta ahora el resultado inmediatamente anterior para concluir la demostracion.

Es importante advertir que el resultado anterior nos dice que si una funcién f es derivable en
un intervalo y la derivada f’ toma valores positivos y negativos, entonces f’ se anula en algin
punto. Este resultado recuerda mucho al teorema de los ceros de Bolzano para funciones con-
tinuas en un intervalo, con una notable diferencia: aqui no exigimos que la funcién derivada f’
sea continua. De hecho, se verifica el siguiente resultado.

7.19 Teorema (Propiedad del valor intermedio para derivadas). Sea ¢ una funcién definida
en un intervalo | que es la derivada de alguna funcion en dicho intervalo. Entonces se verifica
que la imagen por ¢ de |, ¢(1), es un intervalo.

Demostracién. Por hip6tesis hay una funcién derivable f: 1 — R tal que ¢(x) = f’(x) para todo
xel. Sean u = ¢(a), v= ¢(b) dos valores que toma la funcién ¢, y supongamos u < v. Dado
A €lu,v], definimos la funcién g(x) = f(x) — Ax. Tenemos entonces g’(a) = ¢(a) —~A=u—A<0y
g’(b) = ¢(b) —A = v—A > 0. Por tanto la derivada de g toma valores positivos y negativos en
el intervalo | y, por tanto, tiene que anularse, es decir, existe algin punto c€| tal que g’(c) =
d(c)—A =0, estoes, ¢(c) = A. Hemos probado asi que si ¢ toma dos valores también toma todos
los comprendidos entre ellos dos; es decir que ¢(1) es un intervalo.

7.20 Proposicién (Derivacién de la funcién inversa). Sea f : | — R derivable en el intervalo |
con derivada f'(x) # 0 para todox<|. Entonces f es una biyeccion de | sobre el intervalo J= f(l),
y la funcién inversa =1 : J — R es derivable en J siendo

('Y =5 (yed).

1
(f=1y)

Demostracién. Las hip6tesis hechas implican que f es estrictamente monétona y continua;
por tanto es una biyeccion de | sobre J = f(l), y la funcién inversa f 1 : J — R es continua en

J. Sea b= f(a)€J. Puesto que
fim =8 __1
x—af(x)—f(a) f'(a)

la funcién h:1 — R dada por:

x—a para (x#a), h(a) = f/?a)

"= 0=t

es continua en |. Como f~! es continua en J, deducimos que ho f~* es continua en J, por lo
que, en particular, Iir‘rkl) h(f~(y)) = h(f~1(b)) = h(a). Pero, para todo ye J, cony # bes
y—

_ f-Hy)—f b
1 _
(1) = g
Concluimos asi que
—14) _ f-1

P L B (D

y—b y—b f'(a)
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Derivabilidad de las funciones trigonométricas inversas

Se comprueba sin dificultad que:

arctg'(x) = (xeR), arcseri(x) = (xgl —1,1))

1
14+x2 Vx2-1
7.21 Teorema (Teorema del valor medio generalizado). Sean f,g: [a,b] — R funciones conti-
nuas en [a,b] y derivables en]a,b[. Entonces existe algiin punto c€la,b] tal que

(f(b)—f(a))g'(c) = (g(b) —g(a)) f'(c)

Demostracién. Definimos una funcién h(x) = Af(x) + pg(x) donde A, u son ntmeros que se
eligen de forma que g(a) = g(b), esto es, A(f(a) — f(b)) = p(g(b) — g(a)). Basta para ello to-
mar A = g(b) —g(a), p= f(a) — f(b). El teorema del Rolle, aplicado a la funcién h(x) = (g(b) —
g(@))f(x) — (f(b) — f(a))g(x), nos dice que hay un punto c€ja, b| tal que h’(c) = 0, lo que concluye
la demostracion.

7.2.2. Reglas de LH6pital

Guillaume Francois Antoine de L'Hdépital, Marqués de Saint Mesme (1661-1704) publico
(anénimamente) en 1696 el primer libro de texto sobre calculo diferencial el cual tuvo gran
éxito e influencia durante el siglo XVIII. En él aparecen los resultados que hoy llevan su nom-
bre los cuales permiten resolver en muchos casos indeterminaciones de la forma 0/0 0 o/
que se presentan frecuentemente al estudiar el limite de un cociente de dos funciones. Si bien
L'Hépital era un escritor excepcionalmente claro y eficaz, las llamadas “reglas de LHopital” no
fueron establecidas por él sino por su maestro Jean Bernouilli (1667-1748) que no las publicé.
Las distintas formas de las reglas de LHopital pueden resumirse en el siguiente enunciado.

7.22 Teorema. Sean —oo < a< b < +oo, f y g funciones derivables en ]a,b| con g'(x) # 0, para
todo x€]a,b[. Seaa € {a,b} y supongamos que se verifica alguna de las dos condiciones siguientes:

a) limf(x) =1limg(x) =0

X—a X—a

b) im |gx)| = +o0

Y ademds
[im P =LeRU{+o00,—c0}
ag(x) e
Entonces se verifica que
[im T® =L
x=a g(x)

Demostracién. Antes de dar una demostraciéon al uso vamos a explicar por qué la hipéte-
sis de que el cociente de las derivadas tiene limite implica que también lo tiene el cocien-
te de las funciones. Para fijar ideas, consideremos el caso en que o = a es un nimero real y
)I(er(]] f(x) = )I(l‘r& g(x) = 0. Definamos f(a) = g(a) = 0. N6tese que aunque el punto (g(x), f(x)) re-
corre una trayectoria en en plano que termina en (0,0) cuando x = g, el limite )I(m f(x)/g(x) no
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tiene por qué existir. Ello se debe a que la proximidad a (0,0) del punto (g(x), f(x)) no nos pro-
porciona ninguna informacién sobre el valor del cociente f(x)/g(x). Baste considerar que en
un circulo centrado en (0,0) de radio €, hay puntos (u,v) para los que el cociente u/v puede to-
mar cualquier valor. Geométricamente, podemos interpretar f(x)/g(x) como la pendiente de la
recta que une (0,0) con el punto (g(x), f(x)). Si imaginamos la trayectoria que recorre el punto
(9(x), f(x)) como una curva, I', en el plano que termina en (0,0), parece evidente que, cuando
dicho punto estd muy préximo a (0,0), el nimero f(x)/g(x) estd muy préximo a la pendiente
de la tangente a I en (g(x), f(x)). N6tese que como f y g no se suponen derivables en X = a, no
estd garantizado que I' = {(g(x), f(X)) : xe |} tenga tangente en el origen, es decir, para x = a.
Podemos, sin embargo, calcular la pendiente de la tangente a I en puntos distintos del origen.
Para ello observemos que las hip6tesis hechas implican que g es inyectiva, por lo que, llamando
J=g(l),esclaro quel = {(t, f(g71(t))),t €J}; es decir, I' es la gréfica de la funcién h: J — R dada
por h(t) = f(g~(t)). Las hipétesis hechas garantizan que h es derivable en J y su derivada, es
decir, la pendiente de la tangente a I" en el punto (t, f(g~1(t))), viene dada por:

AR 0))

Para obtener la pendiente de la tangente a ' en el punto (g(x), f(x)) basta sustituir t por g(x) en
la igualdad anterior, es decir, dicha pendiente viene dada por:

(900) = g
El dibujo siguiente puede ser de ayuda:
_ (%)
Y= 1(0) + 1 (x— glxo)
r
ey
f (%)
9(%) 9(x)
fio)  Filx) |
go)  g'(%)

Alavista de lo anterior, se comprende ahora que si exigimos que f’(x)/g’(x) tenga limite L en el
punto a, estamos obligando a que el cociente f(x)/g(x) también tenga limite igual a L en a. En el
dibujo se ha supuesto que L es un nimero real, pero estd claro que puede suponerse también
L =400 0 L=—00, lo que corresponde a los casos en que I tiene tangente vertical en el origen.
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Daremos ahora una demostracién formal del teorema en dos casos particulares.

Casol (Primera regla de LHopital).

Supongamos que o = ayL son nimeros reales y)I(iL‘r;1 f(x) = )I(Lr‘ré\‘g(x) = 0. Definamos f(a) = g(a) =0.
Dado x€1, x # a, aplicamos el teorema del valor medio generalizado a las funciones f y g en
el intervalo [a,x] para obtener c, €]a, X tal que (f(x)— f(a))g’(cx) = (9(x) —g(a)) f'(cx), es decir,
f(x)g’(cx) = 9(x) f’(cx). Las hipotesis hechas implican que g es estrictamente mondtona en | y,
como g(a) = 0, deducimos que g(x) # 0 para todo xe . Obtenemos asi que:

fo9 _ (e

@ = g/(cx) (1)

t(t)
)

Por hipétesis, dado € > 0, existe > Otal que paraa<t < a+des

- L‘ < €. Deducimos de

la igualdad (1) que sia < x < a+ dse tiene que:

f

‘ﬁ - L’ <E

9(x)

Hemos probado asi que )I(irr;f(x)/g(x) = L. Los casos en que L =+o00, L= —oo se tratan de la

misma forma.

Caso 2 (Segunda Regla de L'Hopital).

Supongamos que o = ay L son nimeros reales y )I(ig;\|g(x)| = +o0. Esta tltima condicién implica
que g(x) # O para todo x| suficientemente préximo al punto a, y por el cardcter local del limite
no es restrictivo suponer que g(x) # 0 para todo x< 1. Nétese también que las hip6tesis hechas
implican que g es inyectiva en |. La hip6tesis )I(m f'(x)/9’(x) = L, nos dice que dado € > O, hay
un nimero (fijo en lo que sigue) c<l, tal que para a < t < ¢ se verifica que:

!/

U RN

Como )I(irr;|g(x)| = +o, hay un nimero 6 > O tal que a+ d < cy para a < X< a+ 0 se verifica que:

9(c)| [f(c)—Lo(0)l _ &
[<[eS] I 19(9)] 2
Dado a < x < a+ 0 aplicamos el teorema del valor medio generalizado para obtener un punto

fe) - (o) _ f'(ex)

Cx €], | tal que = . Teniendo en cuenta la identidad:
nepealaue G gte) ~ gleo

Fx) (f(x)—f(c)_l_)< 9(0))+f(0)—L9(C)

9(x) a(x) —g(c) Co(x) g(x)

deducimos, en virtud de (1) y (2), que para todo x€]a,a+ 9| se verifica que:

(2)

€ €
<=-2+—-=¢.

|

9(x) 42
Hemos probado asi que )I(irr;f(x)/g(x) = L. Los casos en que L =+o00, L= —oo se tratan de la
misma forma.
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Los demads casos tienen un tratamiento similar y también pueden reducirse a los ya estudiados
sin més que invertir la variable.

Noétese que, tal y como las hemos enunciado, las reglas de LHopital permiten calcular limites
por la derecha y por la izquierda en un punto y, por tanto, podemos usarlas para calcular el
limite en un punto de un intervalo que no sea extremo del mismo.

7.3. Derivadas sucesivas. Polinomios de Taylor

Sea f una funcién derivable en un intervalo 1. Si la funcién derivada f’ también es deriva-
ble en | decimos que f es dos veces derivable en | y la funcién '/ := (f’)’ se llama derivada
segunda de f en |. En general, si neN, decimos que f es n+ 1 veces derivableen | si f es n
veces derivable en | yla funcién derivada de orden n de f en | que representaremos por f (",
es derivable en |; en cuyo caso la funcién f (™3 = (f (M)’ se llama derivada de orden n+1de f
en |. Si n es un ndmero natural, n> 2, decimos que f es n veces derivable en un punto acl, si f
es n— 1 veces derivable en | yla funcién f ("1 es derivable en a. Se dice que f es una funcién
de clase C"en | si f es n veces derivable | yla funcién f(" es continua en 1. Se dice que f es

una funcién de clase C* en | si f tiene derivadas de todos 6rdenes en |. Por convenio se define
O — .

Observemos que una funcién f derivable en un punto a puede ser aproximada localmente por
una funcién polinémica P(x) = f(a) + f’(a)(x—a) de grado < 1, de forma que

. fx)—P

lim f0=PK) =0

x—-a  X—a
Es natural preguntarse si, en el caso de que f sea derivable n veces en a, existird una funcion
polinémica P de grado < n, de forma que

fim fX—PX) _ o
x—a (x—a)"

Nétese que, en el caso n = 1, el polinomio P(x) = f(a)+ f’(a)(x—a) es el tnico polinomio de

grado < 1que cumple que P(a) = f(a) yP/(a) = f'(a). En el caso general, parece razonable hallar

un polinomio P de grado < n cuyo valor y el valor de sus derivadas, hasta la del orden n, en el

punto a coincida con el valor de f y de las respectivas derivadas de f en a. Pongamos para

ello Q(x) = P(x+ a) y notemos que Q es un polinomio de grado < ny Q™ (x) = P (x+ a) para
n

k=0,1,...,n. Sea Q(x) = Zakxk. Calcularemos los coeficientes de Q por la condiciéon de que
k=0

Q®(0) = f ¥ (a). Con ello se obtiene ficilmente que a, = f ¥)(a)/ki. Resulta asi que el polinomio

P dado por:

n sk
P09 =Qix-a) =3 &
k=0 '

x—a)k

verifica que P (a) = Q(0) = W (a) para k= 0,1,...,ny es el tinico polinomio de grado < n
que cumple dichas condiciones.

7.23 Definicién. Sea f una funcién n veces derivable en un punto a. La funcién polinémica
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Tn(f,a) definida para todo xeR por Ty(f,a)(x) = f(a) + (x—a)X se llama el polinomio

de Taylor de orden nde f en a.

7.24 Teorema (Teorema de Taylor-Young). Sea f una funcion n veces derivable en un punto a,
y seaTn(f,a) el polinomio de Taylor de ordenn de f en a. Entonces se verifica que:

i 00— Ta(f. )9
x—a (x—a)"

=0.

Demostracién. Haremos la demostracién por induccién. Para n = 1 la afirmacién del enun-
ciado es cierta sin més que recordar la definicién de derivada de una funcién en un punto.
Supongamos que la afirmacién del enunciado es cierta para toda funcién nveces derivable en
a. Sea f una funcién n+ 1 veces derivable en a. Entonces la funcién g = f’ es n veces derivable

en ay por tanto:
9(x) — Ta(g.8)()

>|<ILT; (x—a)n =0
Se comprueba ficilmente que Th1'(f,a)(x) = Ta(g,a)(x), con lo cual resulta que

g(X) — Tn(g,8)(x) = % (f(X) — Tnya(f,a)(x)). Por el teorema de L'Hopital obtenemos que:

- Ta(fa) o0 -Taga))
R L S P

Lo que concluye la demostracién.

El siguiente resultado, consecuencia directa del que acabamos de probar, es muy til para cal-
cular limites.

7.25 Corolario. Sea f una funcién definida en un intervalo | que es n+ 1 veces derivable en un
punto acl, y seaTy(f,a) el polinomio de Taylor de orden n de f en a. Entonces se verifica que:
f(x) —Ta(f,a)(x) 1

< _ (n+1)
m——art ool @

7.3.1. Consejos para calcular limites de funciones

Cuando en un ejercicio te piden calcular un limite, es casi seguro que se trata de una “in-
determinacion”. Te recuerdo que aquellos limites de sumas, productos, cocientes o potencias
de funciones en los que el resultado no esta predeterminado por el comportamiento particular
de cada una de las funciones se llaman “limites indeterminados”. La palabra “indeterminado”
quiere decir simplemente que se trata de limites cuyo cédlculo no puedes hacerlo aplicando las
reglas basicas del “dlgebra de limites” y tienes que usar alguna técnica apropiada para calcular-
los. Los limites interesantes son casi siempre de este tipo.

Las reglas de LHopital son muy utiles para resolver las indeterminaciones, pero yo pienso
que se abusa de ellas. Las aplicamos sin pensar dos veces lo que hacemos, nos dejamos llevar
por la comodidad que proporcionan (aunque no siempre) y acabamos calculando limites de
forma mecdnica sin saber muy bien qué es lo que hacemos. No tengo nada en contra de ellas,
tan s6lo me parece que su uso casi exclusivo y de forma mecénica es empobrecedor. Por el
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contrario, pienso que cada limite debe intentarse de la forma més adecuada a su caso. Para eso
tienes que fijarte en como es la funcion, relacionarla con otras parecidas, tratar de relacionar el
limite que te piden con otros bien conocidos, ...

Voy a contarte las estrategias que suelo usar para calcular limites. Esencialmente, puedo
resumirlas en dos:

e Trato de reducir el limite a otros bien conocidos.
¢ Siempre que puedo sustituyo funciones por otras mas sencillas.

Vayamos con la primera. Si te preguntas qué entiendo por limites bien conocidos, la respues-
ta es bien f4cil: los que siguen a continuacién.

Limites que debes saberte de memoria

. Sserx . arcsernx ., l1—-cox 1 . arct . tgx
lim—— =1 I|im =1 |Im72=— lim gx:l Ilmizl
x—0 X x—0 X x—0 X 2 x—0 X x—0 X
-1 .o X—semx 1 ., (14+4x)%-1 . log(1+x . logx
lim =1 Iim>=—=""== ImL:a ImM: lim 9% _ 1
x—0 X x—0 X3 6 x—0 X x—0 X x—1X—1
tgx—x 1 log(l+x)—x -1
x—0 X3 3 x—0 X2 2

Observa que todos ellos, con la excepcién de cuatro, son derivadas en el punto x = 0 de
las respectivas funciones. Por ello no son dificiles de recordar. Ahora bien, estos limites suelen
aparecer algo disfrazados. Realmente, mds que como limites concretos, debes considerarlos
como modelos.

7.26 Ejemplo. Ellimite
i log(cosx)
x—0 COSX—1
no estd en la lista anterior, pero responde al modelo

i logx
x—1X—1
en el que la variable x se ha sustituido por la funcién cosxy el punto 1 por el punto 0. ¢
7.27 Ejemplo. Partimos del limite
lim tgx—x 1
-0 x3 3

Elijamos ahora cualquier funcién continua g que se anule en algtin punto c, por ejemplo
gx) =€"—1 (c=0) og(x)=logx (c=1),09(x) = ¥Xx—1 (c=1), ... En todos los casos se ve-
rifica que
o 19(000) —g) _ 1
x>c  g(x)3 3
Tenemos asi que
i tgle*—1) —e'+1 im tg(logx) —logx _ 1
Xx—0 (ex—1)3 x-1  (logx)3 3

¢
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;Entiendes lo que pasa? Esto puede hacerse con cualquiera de los limites. La justificacién de
estos resultados es consecuencia de que la composicién de funciones continuas es continua.
Como consecuencia, los limites de la lista anterior son muchos mds de los que aparecen en ella.
Si te acostumbras a reconocerlos cuando vengan disfrazados podrés ahorrarte mucho trabajo
innecesario.

Vamos a la segunda estrategia. Sustituir funciones por otras mds sencillas. Esto se basa en la
idea siguiente. Sup6n que estds calculando un limite de la forma )|(II’T; f(x)g(x) y td conoces otra

h(x)

funcién h(x) tal que )I(ir‘rél‘ ) = 1; entonces puedes sustituir en el limite )I('m; f(x)g(x) la funcién

f(x) por h(x) sin que ello afecte para nada al valor del limite.

7.28 Definicion. Se dice que las funciones f y h son asintéticamente equivalentes en el punto

h(x)

a, v se escribe f(x) ~ g(x) (x — a), cuando lim —= = 1.
y (%) ~gx) (x—a) fim 5

Para calcular un limite de un producto o de un cociente puedes sustituir cualquiera de los
factores por otro asintéticamente equivalente a él. ;Ojo! En una suma no puedes, en general, ha-
cer eso. La lista de los limites bien conocidos es, de hecho, una lista de equivalencias asintéticas
y eso la hace mas til todavia.

€ —cosv2x—x
tg3x

por L‘'Hopital. El problema estd en que vamos a tener que derivar por lo menos dos veces y las

derivadas de la tangente se van complicando. Para evitarlo podemos sustituir tgx por x pues

tgx ~ x(x — 0). Escribiendo

7.29 Ejemplo. Ellimite I|rr(1) es una indeterminacién del tipo oY puede hacerse
X—

ex—cos\/ﬁx—x_x_?’ex—cos\/ix—x
tg3x - tg3x x3

e —cosv2x— X
3

3 3
. L X . X i
y teniendo en cuenta que lim —— = Ilim (tg_x) = 1, basta calcular lim lo que

| =

x—0tg3X  x—0 x—0
puedes hacer por LHopital muy facilmente (aunque es un caso particular del teorema de Taylor-
Young). ¢

Las estrategias anteriores son las mds bdsicas, pero tengo otras un poco mads elaboradas.
Esencialmente consisten en aplicar el teorema de Taylor-Young para tratar de reducir ciertos
limites al limite de un cociente de dos polinomios. Bueno, sorpresa, todos los limites de la lista
de limites bien conocidos son, sin excepcion, casos particulares del teorema de Taylor-Young.

Ahora después te pondré algunos ejemplos de esta forma de proceder. Pero, para que pue-
das usar con comodidad este método, tienes que saberte de memoria, o ser capaz de deducirlos
en poco tiempo, los polinomios de Taylor de las funciones elementales. Ademés, esta forma de
proceder se adapta més a unos casos que a otros y tan s6lo con la prictica se aprende cudando
conviene usarla.

Notacion de Landau

Te recuerdo también una notacién extraordinariamente util, me refiero a la notacién de

fx)

Landau. Si f(x) y g(x) son funciones tales que J(Irr; ——~ =0, se escribe f(x) = o(g(x)) cuando

9(x)
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x— ay se lee f(x) es un infinitésimo de orden superior que g(x) en el puntoa.Laideaes que f(x)
tiene a cero mds radpidamente que g(x) cuando x — a. Si no hay lugar a confusién, omitimos la
precision ‘cuandox — a”.

Con esta notacion, el teorema de Taylor-Young puede expresarse f(x) — Ty(f,x,a) = o(x—a)"
cuando X — a. Lo que suele escribirse

f(x) = Tn(f,x,@) + o(x—a)".

Esta tiltima igualdad suele llamarse en algunos textos Teorema de Taylor con resto infinitesimal
o forma infinitesimal del resto de Taylor. No es otra cosa que el teorema de Taylor-Young escrito
con la notacién de Landau.

Lo interesante de esta notacién es que si, por ejemplo, ¢(x) = o(x—a)P y Y(x) = o(x — a)9,
entonces ¢(X)Y(x) = o(x—a)Pt%y,sip>q, % =0o(x—a)P Uy (¢(x) + Y(x)) = o(x— a)9. Ademas,

si H(X) es una funcién acotada en un intervalo abierto que contenga al punto ay sabemos que
$(x) = o(x— a)P entonces también H(x)$(x) = o(x — a)P. Veamos los ejemplos prometidos.

2
7.30 Ejemplo. Si tratas de calcular por UHdpital el limite I'mg) (t9 x)(ar)c(:f;[gx) X
X—

paciente porque necesitards derivar por lo menos cinco veces y en el numerador hay un pro-
ducto cuyas derivadas se van haciendo cada vez més complicadas. Ahora, si calculas los poli-
nomios de Taylor de orden 5 de tgx y arctgx en a = 0, obtendrés que

tendrés que ser

_ 13 25 6 _ 15,15 6
tgx = x+ 3x +15x +0(x”), arctgx=x 3 +5x +0(x°)

observa que como se trata de funciones impares sus derivadas de orden par en X = 0 son nulas,
por eso los polinomios anteriores son, de hecho, los polinomios de Taylor de orden 6 y eso

. . . 2
explica que aparezca el término o(x®). Deducimos que tgx arctgx = x? 4 §x6 +o(x")y

(tgx)(arctgx) —x% im 2/9x8+o(x") 2

[im ==
x—0 x8 x—0 X8 9

; 2_ 2.6
Observa que aunque tgx ~ Xy arctgx ~ x para X — 0, se tiene que tgx arctgx — x= ~ §x parax — 0.

Fijate que al calcular el producto

tgxarctgx = (X+ %x3+ 1—25x5+o(x6))(x— %x3+ %x5+o(x6))
tan s6lo nos interesan las potencias de x hasta la de orden 6 inclusive, las demés potencias y
los términos de la forma x0o(x®), x?0(x®), 0(x®)o(x®), etc. son todos ellos funciones de la forma
o(x”) y su suma también es una funcién de la forma o(x”) por lo que no es preciso calcularlos
para hacer el limite. Observa que, al proceder de esta manera, tienes que calcular las 5 prime-
ras derivadas en x = 0 de las funciones tg(x) y arctgx) pero te ahorras el trabajo de derivar su
producto. Si aun tienes dudas, calcula el limite por LHopital y compara. ¢

(cosx—1)(log(1+Xx) — X) — 1

7.31 Ejemplo. Se trata de calcular I'mg) . Tenemos que
X—

X5

cosx=1— %xz +0o(x3), log(l4x)=x— %xz +0(x%)
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luego (cosx— 1)(log(1+x) — x) = %x“ +0(x®), de donde se sigue que

(cosx—1)(log(1+X) — X) — %x“

lim = =0
X—0 X

7.3.2. Consejos para calcular limites de sucesiones

La estrategia general para calcular limites de sucesiones se basa en la proposicién (6.7) que,
para tu comodidad, vuelvo a enunciar aqui.

Proposicién. Sea f una funcién y sean a,LeRU{+o00,—oo}. Equivalen las afirmaciones:

i) lim f(x) =L

X—a

ii) Para toda sucesién {x,} de puntos en el dominio de definicién de f, tal que {x,} — a con
Xn # 8, se verifica que {f(xn)} — L.

Una consecuencia inmediata de este resultado es que todo limite funcional que conozcas te
va a permitir resolver muchos limites de sucesiones. En particular, de la lista de limites basicos
que debes conocer se deducen los siguientes resultados.

7.32 Proposicién. Para toda sucesion {x,} — 0 se verifica que

. Serx . arcserx . 1—cosx 1 . arct . tgx
lim -1 IIm=>—=—7=""=1 I|m72":— lim gx"zl I|mg”:1
n—w  Xp n—oo Xn n—o X, 2 n—eo  Xq n—o  Xp
e —1 . Xn— Serx 1 . (1+x)%"-1 . log(1+x
m ——=1 ||mM:_ ||m%:a ||mg(7—i_n):1
n—oo Xn n—oo (Xn) 3 6 n—oo Xn n—oo Xn

fm %=X 1 10g(1+Xn) —xn _ —1

n—o  (Xn)3 3 oo Xn2 2

Por tanto, tu estrategia para calcular limites de sucesiones va a consistir en convertir el li-
mite de la sucesion que tienes que calcular en un caso particular de un limite funcional. El por
qué de esta estrategia es que para calcular limites de funciones disponemos de muchas més
herramientas que las que tenemos para trabajar directamente con sucesiones (criterio de Stolz
y sus consecuencias).

7.33 Ejemplo. Se trata de calcular el limite de la sucesion y, = _logln) _

n({n—1)°
Para ello nos fijamos en que en el denominador aparece /n— 1. Poniendo x, = /n, sa-

bemos que x, — 1. La sucesién cuyo limite queremos calcular recuerda el limite funcional

. logx logx . o .
limy_1 %‘ = 1. Pongamos f(x) = %‘ Como caso particular de este limite funcional, tene-

mos que f(xn) — 1,y es claro que f(xn) = yn. Hemos probado asi que y, — 1y todo lo que hemos
tenido que hacer es relacionar dicho limite con un limite funcional que ha resultado ser (cosa
muy frecuente) una derivada: la derivada de la funcién logx en el punto x = 1. ¢

El criterio de equivalencia logaritmica para sucesiones, que resuelve las indeterminaciones
1 y Oco, puede enunciarse como sigue.
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7.34 Proposicién (Criterio de equivalencia logaritmica). Sean {x,} una sucesién de niimeros
positivos distintos de 1 que converge a 1, {yn} una sucesién cualquiera y L un niimero real. En-
tonces se tiene que:

DIim{"} =& «— lim{yn(x,—1)} = L.
i) {(xA"} — +o00 <= {yn(¥n— 1)} — +o0.
i) {x"} = 0 < {yn(X—1)} ——o0.
7.35 Corolario. Para toda sucesion {x,} — 0 se verifica que limn — co(1+x,)"*" = e,
7.36 Definicion. Diremos que {x,} es asintéticamente equivalente a {y,}, y escribiremos sim-

bélicamente {X,} ~ {yn}, si {Xn/yn} — 1.

Por ejemplo, las sucesiones {1+ % +-F %}, {logn} y {n(y/n—1)} son asint6ticamente equi-
valentes.

El siguiente resultado nos dice que para estudiar la convergencia de un producto de varias
sucesiones podemos sustituir las que queramos por otras que sean asint6ticamente equivalen-
tes, sin que ello afecte a la convergencia o divergencia del producto ni a su eventual limite.

7.37 Proposicion. Sean {x,} e {yn} sucesiones asintéticamente equivalentes y {z,} una sucesion
cualquiera. Se verifica que:

i) {XnzZn} es convergente si, y solo si, {ynzn} es convergente, en cuyo caso ambas sucesiones tienen
el mismo limite.

ii) {xnzn} es divergente si, y solo si, {ynzn} es divergente, en cuyo caso ambas sucesiones son diver-
gentes del mismo tipo.

En particular, {xn} es convergente (resp. divergente) si, y sélo si, {yn} es convergente (resp. di-
vergente), en cuyo caso ambas tienen igual limite (resp. son divergentes del mismo tipo).

Definicién de la funcién exponencial compleja

Una de las formas de definir la exponencial de un niimero real x es mediante el limite

& = [im (1+’—r:)n

n—oo

Por tanto, una forma coherente de definir la exponencial de un niimero complejo seria calcular
el anterior limite para ze C. Pongamos z= x+ iy donde suponemos que y # 0 (puesto que siy =0
tendriamos que z= x seria un niimero real). Sea

x+iy\"
=(1
w=(1457)
Pongamos
B X+1y X .y B y/n
Wh =1+ =14+ d>n—<':1rct@11+x/n

Sea n, tal que para n > n, se verifique que Re(w,) > 0. Entonces, para n > n, resulta que ¢, =
argwy ). Por otra parte, el m6dulo de w;, viene dado por

z2 X\2 Y2
e = (142
n n n
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Como z, = (Wn)", tenemos, gracias a la férmula de De Moivre, que

n

. n n/2
znz(wn)”z|wn|”(cos(n¢n)+iser(n¢n)):(1+X+n'y) :[(Hl‘)ﬁg (cosndn) +isernn))

Pero, por el criterio de equivalencia logaritmica, es

/2 2
’ N x\2 Y1 con/2x Y\
[im |wy| _Ilm[(1+ﬁ) +F} _exp(l|m§(ﬁ+ﬁ+ﬁ =¢

y/n
1+x/n

Ademas, la sucesién {¢,} es asintéticamente equivalente a la sucesién { } Por tanto

lim{nén} = Iim{nlz:/;/n} =y

En consecuencia, tenemos que

n—oo

lim (1+ E)n = lim ()" = lim [wn|" (cogndn) +iser(ndn)) = €(cosy + i sery)
Se define, por tanto, la exponencial de un niimero complejo z= x+ iy como

&Y = & (cosy + i sery)

7.3.3. Extremos relativos. Teorema de Taylor

El siguiente resultado es de gran utilidad para el estudio de los extremos relativos de una
funcion.

7.38 Teorema (Condiciones suficientes de extremo relativo). Sean | un intervalo, a un punto
del que no es extremodel y f:1 — R una funcion n> 2 veces derivable en a. Supongamos que
f®(a)=0parak=1,2,....,n—1,y f(V(a) £ 0. Entonces:

i)Sinesparyt(™(a) >0, f tiene un minimo relativo en a.

ii)Sinespary f(W(a) <0, f tiene un mdximo relativo en a.

iii) Si n es impar entonces f no tiene extremo relativo en a.

Demostracion. Basta observar que, en virtud de las hip6tesis hechas, se verifica que:

i fx)—f(a) 1

— —
M= x=an _n!f (@) #0

En virtud del teorema de conservacion local del signo, existe un ntimero r > O tal que Ja—r,a+
r(C | ypara x€la—r,a+r[, x# ase verifica que:

F) (@) ¢

x—a) (a) > 0.

Si n es par serd (x—a)" >0, por lo que si f(V(a) > 0 tiene que ser f(x) — f(a) > 0 para todo x&
la—r,a+r[\{a}, es decir, f tiene un minimo relativo (estricto) en el punto &; si por el contrario
es f (" (a) < 0Oentonces tiene que f(x) — f(a) < 0 para todo xgla—r,a+r[\{a}, es decir, f tiene un
maximo relativo (estricto) en el punto a. En el caso en que n sea impar se tiene que (x—a)" <0
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paraa—r <x<ay (x—a)">0paraa< x< a+r, deducimos que paraa—r < x< a, f(x) — f(a)
tiene signo opuesto al que tiene para a < x < a+r. En consecuencia f no tiene un extremo
relativo en a.

El siguiente resultado es importante porque permite acotar el error que se comete al aproximar
f(x) por Tp(f,a)(x).

7.39 Teorema (Teorema de Taylor). Sea f una funcion n+ 1 veces derivable en un intervalo
|. Dados dos puntos cualesquiera x,a en | con X # a, se verifica que existe algtin punto c en el
intervalo abierto de extremos a y X tal que:

100 —Talf.@)(9 = = °

Demostracion
Enlo que sigue el punto xy el punto a estdn fijos. Definamos la funcién g: | — R dada para todo
tel por:

k=0
f (n+1) (t)
n!
medio generalizado a las funciones gy h(t) = (x—t)"* en el intervalo de extremos xy apara ob-
tener que hay un punto ¢ comprendido entre x y a tal que (h(x) — h(a))g’(c) =
= (g(x) —g(a))h’(c). Como g(x) = h(x) = 0, obtenemos que:

Se comprueba facilmente que g'(t) = — (x—t)". Aplicamos ahora el teorema del valor

f (n+1) (C)

L x—o = g@)n+D(x—c)"

(X— a)n+1
Simplificando, y teniendo en cuenta que g(a) = f(x) — Tn(f,a)(x), se obtiene la igualdad del
enunciado.

7.3.4. Funciones convexas y funciones concavas

Sea f : | — R una funcién derivable en el intervalo |. Se dice que f es una funcién convexa
en | sila gréfica de f queda siempre por encima de la recta tangente en cualquier punto, es
decir, si para todo par de puntos x,ac| se verifica que f(x) > f(a) + f’(a)(x—a). Se dice que f es
cOncava si —f es convexa.

Funcién céncava Funcién convexa
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La funcién exponencial natural es una funcién convexa y el logaritmo natural es céncava. El
siguiente resultado es una sencilla aplicacion del teorema del valor medio.

7.40 Proposiciéon. Sea f : 1 — R una funcién dos veces derivable en el intervalo |. Se verifica
entonces que f es convexa si, y sélo si, "' (x) > 0 para todo x€l.

7.41 Definicién (Puntos de inflexion). Se dice que aes un punto de inflexién de una funcién f,
si hay un nimeror > Otal que f es cdncava en el intervalo |a—r,a[y f es convexa en el intervalo
]a,a+r[ (o al revés). Es decir, los puntos en los que una funcién pasa de céncava a convexa o de
convexa a concava se llaman puntos de inflexion.

El siguiente resultado se prueba facilmente y queda como ejercicio.

7.42 Proposicion. Si f tiene un punto de inflexion en a y es dos veces derivable en a, entonces
f”(a)=0.

7.4. Ejercicios

Empezaremos con algunas de las aplicaciones mds sencillas y atractivas del cdlculo dife-
rencial. En esquema, se trata de lo siguiente: calcular la tasa de variacién de una magnitud
cuando se conoce la tasa de variacion de otra magnitud relacionada con ella. En este tipo
de ejercicios la “tasa de variacién” se interpreta como una derivada y, en la mayoria de los
casos, basta usar la regla de la cadena para obtener lo que se pide. Hay que elegir las uni-
dades de acuerdo con los datos del problema; por ejemplo, si un volumen se mide en litros
tendremos que medir longitudes con decimetros.

1. ;Con qué rapidez baja el nivel del agua contenida en un depésito cilindrico si estamos
vaciandolo a razén de 3000 litros por minuto?

2. Un punto P se mueve sobre la parte de la pardbola x = y? situada en el primer cuadrante
de forma que su coordenada x estd aumentando a razén de 5 cm/sg. Calcula la velocidad
ala que el punto P se aleja del origen cuando x = 9.

3. Seestdllenando un depésito conico apoyado en su vértice a razén de 9 litros por segundo.
Sabiendo que la altura del depdsito es de 10 metros y el radio de la tapadera de 5 metros,
icon qué rapidez se eleva el nivel del agua cuando ha alcanzado una profundidad de 6
metros?

4. Elvolumen de un cubo estd aumentando a razén de 70 cm® por minuto. ;Con qué rapidez
estd aumentando el drea cuando la longitud del lado es de 12 cm?

5. Un barco A se desplaza hacia el oeste con una velocidad de 20 millas por hora y otro
barco B avanza hacia el norte a 15 millas por hora. Ambos se dirigen hacia un punto O del
océano en el cual sus rutas se cruzan. Sabiendo que las distancias iniciales de los barcos
Ay Bal punto O son, respectivamente, de 15 y de 60 millas, se pregunta: ;A qué velocidad
se acercan (o se alejan) los barcos entre si cuando ha transcurrido una hora? ;Y cuando
han transcurrido 2 horas? ;En qué momento estdn mds préximos uno de otro?

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculo - Ing. de Telecomunicacién



Ejercicios 92

6.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Una bola esférica de hielo se esta derritiendo de forma uniforme en toda la superficie, a
raz6n de 50 cm® por minuto. ;Con qué velocidad est4 disminuyendo el radio de la bola
cuando este mide 15 cm?

Una de las aplicaciones mds titiles de las derivadas es a los problemas de optimizacion.
En dichos problemas se trata, por lo general, de calcular el mdximo o el minimo absolutos
de una magnitud. Hay una gran variedad de problemas que responden a este esquema y
con frecuencia tienen contenido geométrico o economico o fisico. Por ello cada uno de estos
ejercicios requiere un estudio particular. Los siguientes consejos pueden ser titiles:

a) Entiende bien el problema. Haz, si es posible, un dibujo o un esquema.

b) Elige las variables y la magnitud, Q, que tienes que optimizar.

¢) Estudia las relaciones entre las variables para expresar la magnitud Q como funcién de
una sola de ellas, Q = (x).

d) Las condiciones del problema deben permitir establecer el dominio de f.

e) Estudia la variacion del signo de la derivada de f en su dominio para calcular mdximos
y minimos absolutos.

Dado un punto P = (a,b) situado en el primer cuadrante del plano, determina el segmento
con extremos en los ejes coordenados y que pasa por P que tiene longitud minima.

Demuestra que entre todos los rectdngulos con un perimetro dado, el que tiene mayor
drea es un cuadrado.

. Determina el rectangulo con lados paralelos a los ejes coordenados, inscrito en la elipse

2 2

.o X
de ecuacion — Y

2t = 1, y que tenga drea méxima.

Calcula el &rea maxima de un rectangulo que tiene dos vértices sobre una circunferencia
y su base estd sobre una cuerda dada de dicha circunferencia.

Encuentra un punto P de la circunferencia x?+y? = 1 con coordenadas positivas y tal que
el tridngulo cuyos vértices son (0,0) y las intersecciones de la tangente a la circunferencia
en P con los ejes coordenados tenga drea minima.
2 2
y

Calcula un punto (u,v) (u> 0,v> 0) dela elipse de ecuacién ;—5 + 6= 1 tal que la tangente

ala elipse en dicho punto determine con los ejes un segmento de longitud minima.

Se quiere construir una caja sin tapa con una ldmina metélica rectangular cortando cua-
drados iguales en cada esquina y doblando hacia arriba los bordes. Halla las dimensiones
de la caja de mayor volumen que puede construirse de tal modo si los lados de la ldmina
rectangular miden: a) 10cm.y 10cm. b) 12cm. y 18 cm.

Calcula las dimensiones (radio y altura) de una lata cilindrica de un litro de capacidad
cuya superficie total sea minima.

Calcula las dimensiones (radio y altura) de una lata cilindrica de un litro de capacidad
cuyo costo de produccién sea minimo. Se supone que no se desperdicia aluminio al cortar
los lados de la lata, pero las tapas de radio r se cortan de cuadrados de lado 2r por lo que
se produce una pérdida de metal.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Calcula la longitud de la escalera mads larga que llevada en posicién horizontal puede pa-
sar por la esquina que forman dos corredores de anchuras respectivas ay b.

Calcula las dimensiones del rectdngulo de drea maxima que puede inscribirse dentro de
un semicirculo de radio 2.

Se necesita construir un depdésito de acero de 500 m3, de forma rectangular con base cua-
drada y sin tapa. Tu trabajo, como ingeniero de produccién, es hallar las dimensiones del
depésito para que su costo de produccién sea minimo.

Halla el volumen del cilindro circular recto més grande que puede inscribirse en una es-
fera de radio (a > 0).

Halla el volumen del cilindro circular recto més grande que puede inscribirse en un cono
circular recto de altura hy radio r conocidos.

Halla el volumen del cono circular recto més grande que puede inscribirse en una esfera
de radio (a> 0).

La resistencia de una viga de madera de seccién rectangular es proporcional a su anchura
y al cuadrado de su altura. Calcula las dimensiones de la viga mds resistente que puede
cortarse de un tronco de madera de radio r.

Calcula la distancia minima del punto (6,3) a la pardbola de ecuacién y = x°.

Una empresa tiene 100 casas para alquilar. Cuando la renta es de 80 libras al mes, todas
las casas estdn ocupadas. Por cada 4 libras de incremento de la renta una casa queda des-
habitada. Cada casa alquilada supone a la empresa un coste de 8 libras para reparaciones
diversas. ;Cudl es la renta mensual que permite obtener mayor beneficio?

Una empresa produce semanalmente 300 bicicletas de montafia que vende integramen-
te al precio de 600 euros cada una. Tras un andlisis de mercados observa que si varia el
precio, también varian sus ventas (de forma continua) segin la siguiente proporcién: por
cada 7 euros que aumente o disminuya el precio de sus bicicletas, disminuye o aumenta
la venta en 3 unidades.

a) ;Puede aumentar el precio y obtener mayores ingresos?

b) ;A qué precio los ingresos serdn maximos?

En la orilla de un rio de 100 metros de ancho esté situada una planta eléctrica y en la
orilla opuesta, y a 500 metros rio arriba, se estd construyendo una fabrica. Sabiendo que
el rio es rectilineo entre la planta y la fabrica, que el tendido de cables a lo largo de la orilla
cuesta a9 euros cada metroy que el tendido de cables sobre el agua cuesta a 15 euros cada
metro, ;cudl es la longitud del tendido mas econémico posible entre la planta eléctrica'y
la fabrica?.

Se proyecta un jardin en forma de sector circular de radio Ry dngulo central 6 (medido
en radianes). El 4rea del jardin ha de ser A fija. ;Qué valores de Ry 6 hacen minimo el
perimetro del jardin?.

Se corta un alambre de longitud L formando un circulo con uno de los trozos y un cua-
drado con el otro. Calcula por dénde se debe cortar para que la suma de las dreas de las
dos figuras sea maxima o sea minima.
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29. Dados dos puntos Ay B situados en el primer cuadrante del plano, digase cuél es el ca-
mino m4s corto para ir de A a B pasando por un punto del eje de abscisas.

30. Se desea construir una ventana con forma de rectangulo coronado de un semicirculo de
didmetro igual a la base del rectdngulo. Pondremos cristal blanco en la parte rectangular y
cristal de color en el semicirculo. Sabiendo que el cristal coloreado deja pasar la mitad de
luz (por unidad de superficie) que el blanco, calcula las dimensiones de la ventana para
conseguir la méxima luminosidad si se ha de mantener un perimetro constante dado.

31. Se desea confeccionar una tienda de campafa cénica de un volumen determinado. Cal-
cula sus dimensiones para que la cantidad de lona necesaria sea minima.

32. Se desea construir un silo, con un volumen V determinado, que tenga la forma de un ci-
lindro rematado por una semiesfera. El costo de construccion (por unidad de superficie)
es dable para la semiesfera que para el cilindro (la base es gratis). Determinense las di-
mensiones éptimas para minimizar el costo de construccion.

33. Demuestra que de todos los tridngulos isdsceles que se pueden circunscribir a una cir-
cunferencia de radio r, el de d&rea minima es el equilétero de altura 3r.

2

. . X
34. (*) Se considera la elipse 2 + 0

to en dicha elipse, que tiene un vértice en el punto (0,b) y base paralela al eje de abscisas.

= 1. Calcula el tridangulo is6sceles de drea maxima inscri-

35. Con una cuerda de longitud L, en la que en uno de sus extremos hemos hecho un nudo
corredizo, rodeamos una columna circular de radio Rhaciendo pasar el otro extremo por
el nudo. Calcula la maxima distancia posible del extremo libre al centro de la columna.

Uno de los resultados mds utiles del cdlculo diferencial son las Reglas de L'Hopital que per-
miten resolver las indeterminaciones en el cdlculo de limites.

36. Calcula el limite en el punto a que en cada caso se indica de las funciones f :]0,7/2[— R.

f(x) = (serx+cos)¥*, a=0; f(x) = (1+tg0)¥?, a=0
2\ 1%
f(x) = (cotx)%®™, a=0, T/2; f(x) = (coszx+ %) ,a=0
log(sernx)
_ cotgx o _ . _ _
f(x) = (1+sem)**¥, a=0,1/2; f(X) T2 a=T1/3
F(x) = x—arctge . F(x) = (tgx)(arctgx) — x2 a0
- oserx B X6 S
e — cosv/8Xx—X _ serxy 1/(1-cosq

37. Calcula el limite en el punto a que en cada caso se indica de las funciones f : Rt — R.

2
f(x) = M, a=4o0; f(x) = senv/1+x—seny/x,a= +oo
logx

1 T <
f(x) =serxsen-, a=0, a=+oo;f(x) = (cos—) ,a=+00
X X+ 2
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38.

39.

40.

Sea g: R — R derivable en R y dos veces derivable en 0 siendo, ademds, g(0) = 4. Defina-
mos f:R — R por f(x)= @ si x# 0, f(8) =g’(0). Estudia la derivabilidad de f. ;Es f’
continua en 02.

Sean f,g:] —1,00[— R las funciones definidas por

_ log(1+x)

X f(0)=1; g =e'

f(x)

Calcula las derivadas primera y segunda de f y g en Oy deduce el valor del limite

(1+x)1/x—e+§x

lim
x—0 X2

Estudia la derivabilidad de las siguientes funciones.
@) f:R* —R,dadapor f(x) =x¥* D f(1)= e
b) f:]—1/2,+w[—R,dadapor f(x) = (x+&)¥X f(0) =€
) f:[0,+0[— R, dada porf (x) = (1+xlogx)*/*, f(0)=0.

1 2
d) 1 —1/2,1/2/— R, dada porf (x) — (?) P o) =e s

X)

e) f:R—R,dadapor f(x) = (2+x2)ser(l/ , f(0)=1

41. Calcula los limites
’ 1 1 (A —e 1 1
Iim|——=]; lim ; lim —
x—0\ sefx X2/’ x-0 X x—1\logx x—1
fim XX 4xe—2e* 42 im (n arct )1/Iogx
x—0 (ex_1)3 T X—foo \ 2 X
Sugerencia: pueden usarse directamente las reglas de LHopital pero eso es més conve-
niente realizar previamente alguna transformacion.
42. Explica si es correcto usar las reglas de L'Hopital para calcular los limites:
2
. X—Sserx . xcsen(1/x
[im ;o lim M
x—+o X+Sernx’  x—0  Serx
El teorema de los ceros de Bolzano, junto con el teorema de Rolle, permiten determinar en
muchas ocasiones el niimero de ceros reales de una funcién.
43. Calcula el nimero de ceros y laimagen de la funcién f:R — R, f(x) =x%—3x?4 2.
44, Calcula el namero de soluciones de la ecuacién 3logx—x= 0.
45. Determina el nimero de raices reales de la ecuacion 2x3 —3x? — 12x=m segun el valor de
m.
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46. Sea f unafuncién polinémicay a < b. Justifica que, contando cada cero tantas veces como
su orden, si f(a)f(b) < 0 el nimero de ceros de f en ]a,b[ es impar; y si f(a)f(b) > 0 di-
cho nimero (caso de que haya algiin cero) es par. Dedtizcase que si f tiene grado n, es
condicién necesaria y suficiente para que f tenga n raices reales distintas que su deri-
vada tenga n— 1 raices reales distintas: ¢; < ¢z < --- < Cy_1 ¥ que para a < ¢; suficien-
temente pequefio y para 3 > c,—1 suficientemente grande, los signos de los ntimeros
f(a), f(c1), f(c2),..., f(cn1), f(B) vayan alternando.

Aplicacién:
a) Determina para qué valores de a la funcién polinémica 3x* —8x3 — 6x? + 24x+ o
tiene cuatro raices reales distintas.
b) Estudia el ntimero de raices reales de la ecuacion 3x°+5x3 —30x=a , segtin los valo-
res de a.

47. DadoneN, sea f(x) = (x¥*—1)" (x€R). Prueba que la derivada k-ésima (1< k< n) de f tiene

exactamente k raices reales distintas en el intervalo | — 1,1].
El teorema del valor medio permite acotar el incremento de una funcion por el incremento
de la variable y una cota de la derivada. Esto da lugar a muchas desigualdades interesantes.
Por otra parte, algunas de las desigualdades mds titiles son consecuencia de la convexidad.
Los siguientes ejercicios tratan de ello.
48. Supuesto que a > 0, demuestra que —a elogx < X @ para todo x > 0.
49. Dado a €0,1] demuestra que
x* <ax+1—a paratodo xeR™\ {1}.

50. Sean 0 < a < b. Prueba que si b < e entonces a® < b?, y si e< a entonces b? < a°. ;Qué
puede decirse si a < e < b?.

. . . logx
Sugerencia: considera la funcién x— "

51. ;Hay algtn ntimero a > 0 que verifique que a2 > x para todo x€R*?. £Cudl es dicho
numero?

52. Prueba que para todo x€|0,11/2[ se verifica que

. x2 2X
i)1l-—— <cosx; ii) — < semx < x < tgx
2 s
El teorema de Taylor se usa para obtener aproximaciones polinomiales de una funcién da-
da y para calcular valores aproximados con precision prefijada.
3
. Ny N o VI+X=0(Xx
53. Calctlese una funcién polinémica ¢ tal que |II’T?J Tq)() =0.
X—
. . logarctdx+1) — d(x
54. Calcular una funcién polinémica ¢ tal que Ilng) g d X—zi_ )=o) =0.
X—
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55. Justifica que las tnicas funciones n veces derivables con derivada de orden n constante
son las funciones polinémicas de grado < n.

56. Calcula, usando un desarrollo de Taylor conveniente, /2 con nueve cifras decimales
exactas.

57. Calcular, usando un desarrollo de Taylor conveniente, un valor aproximado del nimero
real o con un error menor de 10~2 en cada uno de los casos siguientes:

3 1
aja=+v7 ba=e c)a=sen; d)oa=ser(61)

58. Calcula los polinomios de Taylor de orden nen el punto 0 de las funciones expx, serx, cosx,
log(1+x), arctgx, (1+x)“ (a €R), arcserx.
Una de las aplicaciones mds comunes de las derivadas es el trazado de grdficas. Para trazar
la grdfica de una funcién f se debe tener en cuenta:
1. Propiedades de simetria o de periodicidad de f.
2. Los puntos en que se anula la primera o la segunda derivada de f y los puntos en los que
f no es derivable.
3. Los intervalos en que f' tiene signo constante. Lo que nos informa del crecimiento y de-
crecimiento de f y también de la naturaleza de los puntos singulares (mdximos y minimos
locales).
4. Los intervalos en que la derivada segunda tiene signo constante. Lo que nos informa de
la convexidad y concavidad, asi como de los puntos de inflexion.
5. Hallar las asintotas.
Asintota vertical. La recta x = c es una asintota vertical de la grdfica de f si alguno de los
limites laterales de f en c es infinito.
Asintota horizontal. La recta 'y = L es una asintota horizontal de la grdfica de f si f tiene
limiteen +o 0en —w iguala L.
Asintotaoblicua. Si f es una funcion racional con el grado del numerador una unidad ma-
yor que el grado del denominador, entonces puede escribirse de la forma f(x) = mx+ b+ g(X)
dondexliT 9(x) =0y la rectay = mx+ b es una asintota oblicua de la grdfica de f.
6. Dibujar mdximos, minimos, puntos de inflexion, cortes con los ejes y cortes con las asin-
totas.

59. Dibuja las gréficas de las funciones siguientes:

2 2
X“+1 Xe—2X+2
a) f(x)=3x5-5x342 b) f(Xx) = 55— c) f(x) = —"F"—=
d) f(x) =[x e) f(x)= Vx2(x—2)2 f) f(x) =x*—4x3+10

60. La figura muestra la grafica de una funcién f dos veces derivable. Estudia el signo de la

primera y la segunda derivada de f en cada uno de los seis puntos indicados.
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o

61. Una particula se mueve a lo largo de una linea recta. En la siguiente grafica se muestra la
distancia sde dicha particula al origen en el tiempo't.

Indica, ala vista de la gréfica y de forma aproximada:
a) Cudndo la particula se estd alejando o acercando al origen;
b) Cuédndo la particula estd acelerando y cuando esté frenando.

S

62. Trazala gréfica de una funciéon f dos veces derivable en R, sabiendo que:
a) La gréfica de f pasa por los puntos (—2,2),(—1,1),(0,0),(1,1),(2,2);
b) f’ es positiva en los intervalos | — «, —2[y ]0,2[, y es negativa en | — 2,0[ y ]2, +o];
c) f” es negativa en los intervalos | — e, —1[ y]1,40[, y es positiva en el intervalo | — 1,1].

63. a) ;Es cierto que los puntos en los que la derivada segunda se anula son puntos de infle-
xi6n?
b) ;Qué puedes decir de los puntos de inflexién de una funcién polinémica de grado 2 o
3?
Justifica tus respuestas.

64. ;Es cierto que la gréfica de toda funcién polinémica de grado par tiene tangente horizon-
tal en algin punto? ;Y si el grado es impar? Justifica tus respuestas.

Consideraremos ahora el problema de hallar el mdximo o minimo absolutos de una fun-
cion continua f en un intervalo cerrado [a,b]. Para ello puede seguirse el siguiente procedi-
miento:

Paso 1. Hallar todos los puntos X de [a,b] que o bien son puntos singulares de f o son puntos
en los que f no es derivable.

Paso 2. Calcular el valor de f en cada uno de los puntos obtenidos en el Paso 1y también
enayenb.
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65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

Paso 3. Comparar los valores obtenidos en el Paso 2. El mayor de todos ello serd el mdximo
absoluto de f en [a,b] y el menor serd el minimo absoluto de f en [a,h].

Calcula los valores maximo y minimo de las siguientes funciones en los intervalos que se
indican:

a) f(x)=x3-x2-8x+1 enelintervalo [-2,2].
X+1

b) X241

en el intervalo [-1,2].

c) f(x)= :—Zl(ser?x—i- cosx)+2serx—x enelintervalo [0,11/2].

a) f(x)= W(S—Zx) enelintervalo [-1,2].
e) f(x)=-x3+12x+5 enelintervalo [-3,3].

Cuando una funcion no estd definida en un intervalo cerrado hay que estudiar el signo de
la derivada si queremos calcular mdximos o minimos absolutos cuya existencia habrd que
justificar.

Calcula el minimo valor de >p_;(x— ax)? donde az,ay,- - - a, son ntimeros reales dados.

Calcula laimagen de f:R* — R dada por f(x) =x/*.

Sea f:R — R la funcién definida por f(x) =e Y/ X para x # 0,y f(0) = 0. Estudia la conti-
nuidad y derivabilidad de f y calcula su imagen.

Los ejercicios que siguen son de cdlculo de limites de sucesiones. Deberds usar los criterios
de Stolz y de las medias aritmética y geométrica y el criterio de equivalencia logaritmica.
En general, debes seguir la estrategia bdsica de relacionar un limite de una sucesion con un
limite funcional apropiado.

Supongamos que {x,} — 0, siendo —1 < X, # 0, y sea a € R*. Prueba que {(1+x,)* — 1} es
asint6ticamente equivalente a {oxn}.

Prueba que la sucesion {logn! } es asint6ticamente equivalente a {nlogn}.

Prueba que la sucesion { {/1+1/n® — 1} es asintoticamente equivalente a {1/n"}, don-
dea > 0.

Calcula los limites de las sucesiones {x,} definidas por:
10 420 4 30 .. 4o
n(]+1

a) Xp = ,donde a > —1.

n n
C) Xp= <%) dondea>0,b>0ya,BeR,a+B#0.

142P/M3p/n ... pp/n
d) xn—< P

n
5 ) , donde peN.
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73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

(1+2"+3k+--~+nk
e) Xp=n

s ) donde keN.

f) Xn:

3143245244 (2n—1)?
4 n3

g Xn-“[(”W)n_l}

1 -1 2 2 1
h) x, = n<n+nT+nT+ +n+——log(n')>

Calcula los limites de las sucesiones {x,} definidas por:

(U Rt ) PV eyeye:: Jt
log(logn) ' "

(. lognY' _ _(log(n+2)\"°9"

a) Xn:

1.1 & 1\ Un—1)n
e) Xn_ﬁ;ilogg(l—i_j) 5 f) Xn—T

n !
8 xnzlognK%) - }; h) %, = { (gﬁg)m (P,aEN)

Sabiendo que {an} — &, calcula el limite de las sucesiones:
a) Xo = n(va,—1)

exp(a) +expaz/2)+---+explan/n) —n
logn

b) Xn:

aj+ax/2+---+an/n
logn

C) Xp =

. s ., . Xn+1 P
Sea {xn} una sucesién de niimeros positivos tal que { ;‘(* } — LeR™. Calcula el limite de
n
la sucesion

n Xn .
1n/ X1X2 “en Xn

Sea {xn} una sucesién de nimeros positivos, a un nimero real, y supongamos que
{n%xy} — LERY. Calcula el limite de la sucesion n® v/x3xp - - Xn.

Sean a, b nlimeros positivos; definamos xx =a+ (k—1)b para cada ke N y sea G, la media
geométrica de xq, X2, ..., Xn Y An su media aritmética. Calcula el limite de la sucesion En

Sea {Xn} —X, {yn} — Y, X£y. Definamos zon_1=>Xn, ¥ Zon=Yn. Justifica que la sucesién

{21+22+"'+Zn}
n

es convergente.

Sean {xn}, {yn} sucesiones de niimeros positivos tales que {(x,)"} —x>0{(yn)"} — y>0.
Dados a,BeR™, con a+B=1, calcula lim(ax,+Byn)".
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80. Sea {an} una sucesién de ntimeros positivos tal que {a; +a+ - --+an} es divergente, y sea
{bn} — L, donde L puede ser un namero real o +oco. Justifica que

{mm+@m+m+%m}HL
a1+a+--+an '

1 n
Aplicacién. Supuesto que {xn} — X, calcula lim —Z n Xk
2= \k

Acabamos esta larga relacién con algunos ejercicios que me ha parecido que no encajaban
propiamente en ninguno de los apartados anteriores.

81. Supongamos que f es derivable en a, g es continua en ay f(a) = 0. Prueba que fg es
derivable en a.

82. Sea f:[a,b] — R derivable y f’ creciente. Prueba que la funcién g:]a,b] — R dada para
fo) - f(a)

todo x¢€la,b] por g(x) = X—a

, €s creciente.

83. Sea f:[a,b] — R continua en [a,b] y derivable dos veces en |a, b[. Supongamos que el seg-
mento de extremos (a,f(a)), (b, f(b)) corta a la gréfica de f en un punto (c, f(c)) con
a < ¢ < b. Demuestra que existe algtin punto d €|a,b[ tal que f'/(d) = 0.
Sugerencia: interpreta graficamente el enunciado.

84. Justifica que existe una funcién g: R — R derivable y que verifica que g(x) +€9® = x para
todo xeR. Calculag’(1)yg'(1+e).
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Leccion 8

Integral de Riemann

Introduccion

El célculo integral tiene sus origenes en problemas de cuadraturas en los que se trataba de
calcular 4reas de regiones planas limitadas por una o varias curvas. Se atribuye a Eudoxo (ca.
370 A.C.) la invencién del método de exhaucion, una técnica para calcular el drea de una region
aproximdndola por una sucesién de poligonos de forma que en cada paso se mejora la aproxi-
macién anterior. Arquimides (287-212 A.C.) perfeccion6 este método y, entre otros resultados,
calcul6 el drea de un segmento de pardbola y el volumen de un segmento de paraboloide, asi
como el drea y el volumen de una esfera.

Sorprende que, siendo tan antiguos sus origenes, la primera definicién matematica de in-
tegral no fuera dada hasta el siglo XIX por Augustin Louis Cauchy (1789-1857). Una posible
explicacién es que, durante los siglos XVII y XVIII, la integracién fue considerada como la ope-
racion inversa de la derivacidn; el cdlculo integral consistia esencialmente en el célculo de pri-
mitivas. Naturalmente, se conocia la utilidad de las integrales para calcular dreas y volimenes,
pero los matemadticos de la época consideraban estas nociones como dadas de forma intuitiva
y no vieron la necesidad de precisar su significacion matematica. Los trabajos de Joseph Fou-
rier (1768-1830) sobre representacién de funciones por series trigonométricas hicieron que el
concepto de funcién evolucionara, desde la idea restrictiva de funcién como férmula, hasta la
definicién moderna de funcién dada por Dirichlet en 1837. Para entender el significado de la
integral de estas nuevas funciones més generales se vio la necesidad de precisar matematica-
mente los conceptos de drea y de volumen.

La originalidad de Cauchy es que uni6 dos ideas, la de limite y la de 4rea, para dar una
definici6bn matemadtica de integral. Poco después Georg EB. Riemann (1826-1866) generalizo
la definicién de integral dada por Cauchy. La teoria de la integral de Riemann fue un avance
importante pero, desde un punto de vista matematico, insuficiente. Hubo que esperar hasta el
siglo XX para que Henri Lebesgue (1875-1941) estableciera en su libro Legons sur l'intégration
et la recherché des fonctions primitives (1904) los fundamentos de una teoria matematicamente
satisfactoria de la integracion.
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La integracién es una de las herramientas mds versétiles del Célculo, sus aplicaciones no
se limitan a calcular dreas de regiones planas o volimenes de sdlidos, también se utiliza para
calcular longitudes de curvas, centros de masas, momentos de inercia, dreas de superficies,
para representar magnitudes fisicas como el trabajo, la fuerza ejercida por una presién, o la
energia potencial en un campo de fuerzas.

En este curso vamos a estudiar la integracién desde un punto de vista esencialmente prac-
tico. Nos interesa la integral como herramienta de célculo y para ese propésito es suficiente la
integral de Riemann.

Todo lo que sigue puedes verlo también como pagina Web y en formato de cuaderno de
Mathematica en el sitio http://wwww.ugr.es/local/fjperez.

8.1.1. Sumas de Riemann

Sea f:[a,b] — R una funcién acotada. Representaremos por G(f,a,b) la regiéon del plano
comprendida entre la grafica y = f(x), el eje de abscisas y las rectas x = ay x = b. Aqui puedes
ver dos de estas regiones coloreadas en amarillo.

Nos proponemos calcular el drea de regiones de este tipo. Puesto que, en general, G(f,a,b)
no puede descomponerse en tridngulos o rectangulos, no hay una férmula que nos permita
calcular directamente su 4rea.

En situaciones como esta, una estrategia basica consiste en obtener soluciones aproximadas
que permitan definir el valor exacto del drea como limite de las mismas. Fijate que, al proceder
asi, estamos definiendo dicho valor exacto, es decir, estamos dando una definicion matemdtica
del concepto intuitivo de drea'. Naturalmente, queremos que dicha definicion sea lo més gene-
ral posible, lo que depende del tipo de soluciones aproximadas que elijamos. Las aproximaciones
consideradas en la teoria de la integral de Lebesgue conducen a un concepto de area muy ge-
neral. En lo que sigue vamos a considerar las aproximaciones que conducen a la integral de
Riemann.

Parte positiva y parte negativa de una funcién

Como los conceptos que vamos a introducir se interpretan con mads facilidad cuando la
funcion f es positiva, es conveniente tener bien presente en lo que sigue el siguiente artificio

IEllo trae como consecuencia inevitable que haya regiones extrafias en el plano que, segtin la definicién dada, no
tengan area.
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que permite representar cualquier funcién como diferencia de dos funciones positivas.

Cualquier funcién f puede escribirse como diferencia de dos funciones positivas:

oo LIOEF00 (o 11091109
2 2

Es claro que f(x) = f*(x)—f~(x) yque f*(x) >0, f~(x) > 0. La funcién f* se llama parte po-

sitiva de f, y la funcién f~ se llama parte negativa de f. Si f(x) > O se tiene que f(x) = f"(x) y

f~(x) = 0; mientras que si f(x) < Ose tiene que f(x) = —f~(x) y f7(x) = 0. Fijate que, a pesar de

su nombre y de la forma en que se simboliza, la funcién f~ es una funcién positiva. También

es consecuencia de las definiciones dadas que |f(x)| = f*(x) + f~(x).

En lo que sigue, representaremos el valor exacto (que atin no hemos definido) del 4rea de
la regi6on G(f,a,b) por A(G(f,a,b)) (la letra “A” alude a la inicial de “Lebesgu”). En la integral
de Riemann, el area buscada se aproxima por rectangulos de la siguiente forma. Primero, se
divide el intervalo [a, b] en un niimero finito de subintervalos [Xc_1,X«], 1 <k < n, cuyas longitudes
pueden ser distintas y con la tinica condicién de que no se solapen:

A=X <X < X< - <Xn_1<Xr=Db

Se dice que estos puntos constituyen una particién de [a,b]. A continuacién se elige en cada

subintervalo un punto t € [X_1, X, y se forma el rectdngulo cuya base es el intervalo [x_1,%] y

alturaigual a f (tx). Dicho rectdngulo estd en el semiplano superior si f(tc) > Oy en el semiplano
n

inferior si f(tx) < 0. Finalmente se forma la suma Z f(tk) (% — Xk—1)-

k=1
8.1 Definicién. Dada una particiéon P = {a = xg,Xq, X2, ...,Xn—1,%n = b} del intervalo [a,b], y un
punto tx € [X«_1,X] en cada uno de los intervalos de la misma, el niimero

O(f.P) = > f(t) (% — Xe1)
k=1

se llama una suma de Riemann de f para la particion P.

Observaciones

e Fijate que, como hay libertad para elegir los puntos tx € [x«_1, %], para cada particién P hay
infinitas sumas de Riemann.

e Cuando la funcién f es positiva, 6( f,P) es una aproximacién del drea de la regiéon G(f,a, b).

Simbdlicamente o(f,P) ~ A(G(f,a,b)).

e Cuando la funcién f toma valores positivos y negativos podemos escribir

n

a(f,P) = Flti)(%—Xc1)=> (F(t)—f (t)(%—X1) =
k=1

k=1
=) )% —Xe1) — Y F () 0% —Xe-1) = o(FH,P)—a(f~,P)
k=1 k=1

En este caso o(f,P) es una aproximacion del drea de G(f*,a,b) menos el drea de G(f~,a,b).
Simbélicamente o(f,P) ~ A(G(f*,a,b)) —A(G(f~,a,b)).

En la siguiente figura pueden apreciarse estas aproximaciones.
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A(G(f, a, b))=8. 49566 A(G(f*, a,b))-2(G(f ,a,b))=0.68121
2.5} o=
g \ 0.75

2 0.5 //
1.5 \ 0.25 ﬂ

1 0 2 Y P/J 8
o5 -0.25
-0.5

Figura 8.1: Aproximacion del drea por sumas de Riemann

8.2 Definicién. Dada una particion P = {a= xp,X1,X2,...,X—1,X» = b} del intervalo [a,b], defina-
mos My = supf [xx_1,X], Mk = inf f [x_1,%]. Los nimeros

S(f,P) =) M=), 1(f,P) = me(x—X 1)
k=1 k=1

se llaman, respectivamente, suma superior y suma inferior de f para la particién P. Es para
definir estas sumas para lo que se precisa que f esté acotada en [a,b].

Observaciones

e Puesto que para todo t € [xc_1,%] es Mk < f(tk) < My, deducimos que para toda suma de
Riemann, o(f,P) de f para la particién P se cumple que | (f,P) < o(f,P) < §(f,P).

e Para cada particién hay una tinica suma superior y otra inferior.

e Cuando f es positiva §(f,P) es un valor aproximado por exceso de A(G(f,a,b)), y I (f,P) es
un valor aproximado por defecto de A(G(f,a,b)).

e Cuando la funcién f toma valores positivos y negativos S(f,P) es un valor aproxima-
do por exceso de A\(G(fT,a,b)) —A(G(f~,a,b)), y I (f,P) es un valor aproximado por defecto de
A(G(f,a,b)) —A(G(f~,a,b)).

En las siguientes figuras pueden apreciarse estas aproximaciones.
A(G(f, a, b))=~9. 7334 A(G(f*,a,b))-A(G(f -, &, b))=~0. 773368

| 7

Figura 8.2: Aproximacién del drea por sumas superiores
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A(G(f,a, b))=7.84948 A(G(f*,a,b))-A(G(f -, a, b))=-0. 710992

N
pa
A

Figura 8.3: Aproximacién del drea por sumas inferiores

8.1.2. Definicién y propiedades basicas de la integral

Supongamos que la funcién f es positiva en [a, b]. Es claro que, en tal caso, el valor exacto del
drea de la region G(f,a,b) debe verificar que 1(f,P) <A(G(f,a,b)) < §(f,P) para toda particién
P de [a,b]. Tenemos, en consecuencia, dos candidatos para A(G(f,a,b)), a saber:

A(G(f,a,b)) =inf{S(f,P): PeB[a,b]}, A(G(f,ab))=-sup{l(f,P):PcP[a,b]}
Donde hemos representado por B[a,b] el conjunto de todas las particiones de [a,b]. Llegados
aqui, podemos ya dar la definicién principal de la teoria de la integral de Riemann.

8.3 Definicién. Sea f una funcién acotada y positiva en [a,b]. Se dice que el conjunto G(f,a,b)
tiene drea cuando
inf{S(f,P): PePla,b]} =sup{l(f,P): PcPB[a,b]}

Dicho valor comtn es, por definicion, el valor del drea y lo representaremos por A(G(f,a,b)).
Cuando esto ocurre, se dice también que la funcién f es integrable Riemann en [a,b] y, por
definicion, la integral de f en [a,b] es igual a A(G(f,a,b)). Simbdlicamente escribimos

f(x)dx = A(G(f,a,b))

Ve >

En el caso general en que la funcién f toma valores positivos y negativos, se dice que f es inte-
grable Riemann en [a, b] cuando lo son las funciones f* y f~, en cuyo caso se define la integral
de f en [a,b] como el nimero:

b
J’ f(x)dx =A(G(f",a,b)) —N(G(f~,a,b))

Observaciones

b
e No te confundas con la notacién. El simbolo f f(x)dx representa un nimero. La variable

a
x que figura en él se suele decir que es una variable muda. Naturalmente, la letra X no tiene
ningtn significado especial y puede sustituirse por la que td quieras o no poner ninguna; por
ejemplo
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son tres formas de escribir lo mismo. Volveremos sobre esta notacién cuando estudiemos téc-
nicas de integracion.

e La definicién anterior debes entenderla como una primera aproximacion matemadtica al
concepto intuitivo de drea. Aunque pueda parecerte extraio, el concepto de drea (y de integral)
que acabamos de definir es bastante restrictivo.

e En el caso en que la funcién f toma valores positivos y negativos, observa que la gréfica de
f~ se obtiene por simetria respecto al eje de abscisas de las partes de la grafica de f en las que
f(x) < 0. Como regiones simétricas respecto de una recta tienen la misma 4rea, se sigue que:

b
AG(f,a,b)) =AN(G(f",a,b)) +A(G(f,a,b)) =A(G(f" + f~,a,b)) =A(G(|f|,a,b)) :f|f(x)| dx

a

b
Seamos practicos. ;C6mo podemos, a partir de la definicién dada, calcular f f(x)dx? Una pri-

mera idea en este sentido consiste en observar que cuanto mayor sea el nl’lr?lero de intervalos
de la particién y més pequena la anchura de cada uno de ellos cabe esperar que la aproxima-
cién obtenida sea mejor. Para precisar esta idea, definimos el paso de una particién P, y lo
representamos por 8(P), como la mayor de las longitudes de los subintervalos de dicha parti-
cion.

8.4 Teorema (Convergencia de las sumas integrales). Sea f: [a,b] — R una funcion integrable,
{Pn} una sucesion de particiones de [a,b] tal que {3(P,)} — 0y o(f,P,) una suma de Riemann de
f para la particién P,. Se verifica entonces que

b
im S(f,Py) = Iim o, Py) = lim I(f, P) = | f(x)x
a

Este resultado permite en algunos casos particulares y con bastante esfuerzo e ingenio cal-
cular ciertas integrales. Como mads adelante aprenderemos a calcular integrales con facilidad,
es mds interesante usar dicho resultado sensu contrario para calcular los limites de ciertas su-
cesiones.

Ha llegado el momento de preguntarse por condiciones que garanticen que una funcién es
integrable Riemann. Nos vamos a contentar con una respuesta parcial a esta pregunta, que es
suficiente para nuestros propdsitos.

8.5 Teorema (Condiciones suficientes de integrabilidad Riemann). Sea f:[ab] — R. Cada
una de las siguientes condiciones garantizan que f es integrable Riemann en [a,b].

i) f estd acotada en [a,b] y tiene un ntimero finito de discontinuidades en [a,b]. En particular,
toda funcion continua en un intervalo cerrado y acotado es integrable en dicho intervalo.

ii) f es mondtonaen [a,b).

Teniendo en cuenta que o(a f +Bg,P) = ao(f,P)+Bo(g,P), cualesquiera sean las funciones
f,g y los nimeros a, 3, se deduce, haciendo uso del resultado sobre convergencia de sumas
integrales, que la integral es lineal. Esta propiedad, junto con otras propiedades bdsicas de las
integrales se recogen en el siguiente resultado.
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8.6 Proposicion (Propiedades basicas de la integral). i) Linealidad. Si f,g son integrables en
[a,b] ya,B son niimeros reales, se verifica que la funcién o f + g también es integrable en [a,b] y

b

b b
[(@f()+Ba)dx =a [ f(x)ax+B [ g(x)dx

ii) Conservacioén del orden. Si f,g son integrables en [a,b] y f(x) < g(x) para todo x € [a,b],

entonces se verifica que
b

jf(x)dx <fg(x)dx

En particular, si f es integrable en [a,b] y m< f(X) < M para todo x € [a,b], entonces se verifica la
siguiente acotacion fundamental

mb—a)< [ f(x)dx <M(b—a)

Ve

iii) Si f es integrable en [a,b] también || (funcién valor absoluto de f) es integrable en [a,b] y

se verifica la desigualdad
b
< [ 1102 dx

a

b
f f(x) dx

iv) El producto de funciones integrables Riemann también es una funcion integrable Rie-
mann.

v) Aditividad respecto del intervalo. Sea a < c < b. Una funcion f es integrable en [a,b] si, y
sélo si, es integrable en [a,c| y en [c,b], en cuyo caso se verifica la igualdad

b b
[ fooax = [ f()dx+ [ F(x)dx

I
P05

8.1.3. El Teorema Fundamental del Calculo

Dada una funcién integrable f: [a,b] — R, podemos definir una nueva funcién F: [a,b] — R

por
X

F(x) = f f(t)dt para todo x<[a, b
a
Observa que aqui la variable es x— el limite superior de la integral. Por eso, es obligado no usar
la misma letra x como variable de la funcién f en el integrando. F (x) es la integral de la funcién
f en el intervalo [a,X].

Sabemos que F(x) =A(G(f",a,x)) —A(G(f~,a,x)). Por supuesto, si f es una positiva entonces
F(x) =A(G(f,a,x)) es el area de laregion del plano limitada por la gréfica de f , el eje de abscisas
X

y las rectas verticales X = a, X = x. No debes olvidar en lo que sigue que F(x) = J f(t)dt se ha

a
definido en términos de dreas. A la funcién F la llamaremos la funcion drea de f.
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X
A veces hay que considerar funciones de la forma H(x) = jf(t)dt endondea<c<by
C

X
x€ [a,b]; por lo que es necesario precisar lo que se entiende por j f(t)dt cuando x < c. El conve-
[

nio que se hace es que
\% u
ff(t)dt :_ff(t)dt
u \%

cualquiera sean los nimeros uy v. La justificacién de este convenio es que, con él, la igualdad

jyf(t)dt +ff(t)dt +ff(t)dt -0
X y z

se cumple cualesquiera sean los puntos x,y,zdel intervalo [a, b]. Compruébalo.
Nuestro préximo objetivo va a consistir en invertir el proceso que nos ha llevado de f a
X
F(x) = j f(t)dt. Nuestro problema es: ;C6mo podemos recuperar la funcién f a partir del cono-

a
cimiento de la funcién area de f? El resultado que sigue, uno de los m4s ttiles del Célculo, es-
tablece una relacion entre dos conceptos aparentemente lejanos entre si: el concepto de dreay
el de tangente a una curva.

8.7 Teorema (Teorema Fundamental del Célculo). Seaf:[a,b] — R una funcién integrable y
definamos F : [a,b] — R por

F(x) = J ftydt  para todoxe|a,b]

Entonces:
i) F es continua en [a,b).

ii) En todo punto c de [a,b] en el que f sea continua se verifica que F es derivable en dicho
punto siendo F'(c) = f(c). En particular, si f es continua en [a,b], entonces F es derivable en [a,b]
yF'(x) = f(x) para todo x< [a,b].

Demostracion.

i) Como f es integrable debe estar acotada. Sea M > 0 tal que |f(x)| < M para todo x< [a,b].
Entonces, si x < y son puntos de [a, b] tenemos que

y
< JIfOld <Miy-x)

X

IF(y)—F([ =

y
J’f(t)dt

Por la misma razoén, si suponemos que y < x, tendremos que |F(y) — F(x)| < M(y—x). Estas dos
desigualdades nos dicen que |F(y) — F(x)| < M |y — x| para todo par de puntos x,y € [a,b]. De esta
desigualdad se sigue inmediatamente la continuidad de F en [a,b).

ii) Pongamos

X

jf(t)dt_fxf(c)dt f(f(t)_f(c))dt
—C

FOO—F(O) (o FO-FO-x-0f(e) _: K
X—C X—C X X—C
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Dado, € > 0, la continuidad de f en ¢ nos dice que hay un 6 > 0 tal que para todo t € [a,b] con
[t —c| < d se tiene que |f(t) — f(c)| < €. Tomemos ahora un punto cualquiera x € [a,b] tal que
|x—c| < &. Entonces es claro que para todo t comprendido entre Xy ¢ se tendrd que |t —c| < 3y,
por tanto, |f(t) — f(c)| < € porlo que

X

[(f@®) = f (o)t

C

<Elx—c|

Deducimos que para todo x€ [a, b] tal que |x—c| < J, y X # C, se verifica que

X
IGOE
F(X)_F(C)_f(c) _ C €|X C|
X—C X—C S x—¢]
Hemos probado asi que qu = f(c), esto es, F es derivable ency F’(c) = f(c). m]

8.8 Definicién. Dada un funcién h: [a,b] — R, cualquier funcién H: [a,b] — R que sea continua
en [a,b], derivable en |a,b[ y verifique que H'(x) = h(x) para todo x€]a, b|, se llama una primitiva
de f en el intervalo [a,b).

Es importante advertir que no todas las funciones tienen primitivas. Por ejemplo, una condi-
cion necesaria que debe cumplir una funcién para tener primitivas es que dicha funcién tenga
la propiedad del valor intermedio pues, como recordards, las funciones derivadas tienen esa
propiedad. También, como consecuencia del teorema del valor medio, es inmediato que dos
primitivas de una funcién en un mismo intervalo se diferencian en una constante. Por ello,
si conocemos una primitiva de una funcién en un intervalo las conocemos todas.

Una consecuencia muy importante del Teorema Fundamental del Célculo es que toda fun-
cion continua en un intervalo tiene primitivas en dicho intervalo. Ademas, el teorema nos di-
ce que la funcioén drea, esto es, la funcion F(x) = [ f(t) dt, esla primitiva de la funcién continua
f:[a,b] = R queseanulaena, F(a)=0.Es lmportante que aprecies que este es un teorema de
existencia; es la definicion que hemos dado de 4rea - y por consiguiente de integral - lo que nos
ha permitido construir la funcién primitiva de f. No lo olvides: la integracién es una potente
herramienta para construir nuevas funciones.

El Teorema Fundamental del Cédlculo proporciona una técnica para calcular la integral de
una funcién continua en un intervalo [a,b]. Para ello lo que hacemos es calcular una primitiva
de f en [a,b]. Si h es una tal primitiva, entonces las funciones F(x fa t)dt, y h(x) —h(a) son
dos primitivas de f en [a,b] que coinciden en un punto, pues ambas se anulan en a. Deducimos
que F(x) = h(x) — h(a) para todo x € [a,b] y, por tanto, F(b) = f: f(t)dt = h(b) — h(a). Podemos
generalizar este resultado como sigue.

8.9 Teorema (Regla de Barrow). Sea f:[a,b] — R integrable y supongamos que h es una primi-
tiva de f en [a,b]. Entonces

b
j f(t)dt = h(b) — h(a)
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Demostracion. Sea P = {a = xo,X1,X2,...,Xn—1,Xn = b} una particién de [a,b]. Aplicando el teore-
ma de valor medio, tenemos que

n n
h(b) —h(a) = (h(x) —h(xc1)) = > f(t) (% = Xc1) = o(f.P)
k=1 k=1
Laigualdad anterior nos dice que para toda particién P de [a, b] hay alguna suma de Riemann de
f asociada a dicha particién, o(f,P), que es igual a h(b) — h(a). Si ahora tomamos una sucesién
{Pn} de particiones del intervalo [a, b] tales que &(P,) — 0, tenemos que h(b) —h(a) = o(f,P,) para
alguna suma de Riemann, o(f,P,) de f asociada a la particién Py. Pero sabemos que o(f,P,) —
j‘f f, por lo que obtenemos que h(b) — h(a) = j: f. o

Fijate que en la regla de Barrow no se supone que f sea continua sino tan sélo que es inte-
grable y que, ademads, tiene una primitiva.

8.1.4. Las funciones logaritmo y exponencial

Quiero convencerte de que muchas veces el célculo integral proporciona la interpretacion
mads intuitiva de una funcién. Considera, por ejemplo, la funcién logaritmo natural. Quizés se-
pas expresar log2 como limite de una sucesion o algo parecido; pero, ;puedes representar de
alguna forma intuitiva el nimero log2? ;Sabrias representar graficamente el niimero log2? En
la siguiente gréfica puedes ver el nimero log2.

2

1.5;

0.5¢

0.5

Espero que estés de acuerdo conmigo: la forma mas f4cil e intuitiva de imaginar el nimero
logt es como el drea de la regién plana limitada por la curva y=1/x, lasrectasy=1,y=t, y el
eje de abscisas. Dicha drea se considera positivasit > 1y negativasit < 1. Dicho de otra forma

F1
Iogt:f;dx
1

Es frecuente interpretar esta igualdad de la siguiente forma: la funcién logx es derivable y log’x =
t

1
1/x; por tanto J o dx = logt — log 1= logt. jParece que hemos probado algo! Y no es asi porque
1

en este razonamiento estamos usando que la funcién logaritmo es derivable y eso es algo que
no hemos probado. Todavia peor: ni siquiera hemos dado una definicién de la funcién loga-
ritmo que permita probar las propiedades de dicha funcién. Usualmente se define logx como
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el nimero y que verifica que € = x. La existencia de ese numero y estd lejos de ser evidente. El
propio ntiimero etiene que ser definido de alguna forma apropiada.

Hago estas reflexiones para que te des cuenta de que lo que sabes de las funciones logarit-
mo, exponencial, trigonométricas ..., es un conocimiento sin una base matemadtica correcta.
De estas funciones conoces, porque te lo han dicho, su comportamiento; pero no creo que
nunca hayas demostrado sus propiedades, ni siquiera que conozcas una definicién matemaéti-
camente correcta de las mismas. Bueno, no quiero que pienses que tus profesores te ocultan
informacién, lo que ocurre es que una definicién correcta de estas funciones requiere herra-
mientas matematicas que no tienen cabida en las ensefianzas medias. Precisamente, el Teore-
ma Fundamental del Célculo permite definir estas funciones de forma facil, elegante y correcta.

Olvida ahora todo lo que sepas de la funcion logaritmo natural. ;1o has olvidado ya? Siga-
mos.

8.10 Definicién. La funcion logaritmo natural es la funcién log:R™ — R dada por

t
logt = f )—]; dx paratodot >0
1

Propiedades de la funcién logaritmo

El Teorema Fundamental del Célculo nos dice que la funcién logaritmo natural es derivable
(y por tanto continua) y que log’t = 1/t. Como la derivada es positiva, deducimos que dicha
funcion es estrictamente creciente.

Dado a > 0, sea h(x) = log(ax). Entonces h’(x) = a/(ax) = 1/x. Luego la funcién h(x) — log(x)
tiene derivada nula en R™, por lo que es constante y, como para x = 1 es igual a loga, se sigue
que h(x) —log(x) = loga. Hemos probado asi que log(ax) = loga+logx para todo a > Oy para todo
x> 0.

Observa que en poco mads de tres lineas hemos obtenido ya las propiedades principales del
logaritmo. Sigamos nuestro estudio.

De lo ya visto se sigue que log(2") = nlog2 para todo ntimero entero n. De aqui se deduce
que la funcién logaritmo natural no estd mayorada ni minorada y, como es estrictamente cre-
ciente, concluimos que Iirr(l) logx=—o0y ”T logx = +o0. Por tanto, podemos afirmar que dicha

X— X—+00

funcion es una biyeccién estrictamente creciente deR™ sobre R.
Representemos provisionalmente por ¢: R — R la funcién inversa dellogaritmo. Dicha fun-

cion se llama funcién exponencial natural. El teorema de derivacion de la inversa nos dice que
¢ es derivable y para todo xeR es

!
~ log’(¢(x))

Ahora, dados,x,y€R, sean a,b,cR* tales que x = loga, y = logh. Entonces
o (x+y) = ¢(loga+logb) = ¢(log(ab)) = ab= d(x)d(y)

Hemos probado asi que ¢(x+Yy) = ¢(X)§(y) para todos x,yeR. De esta igualdad se deduce facil-
mente que apara todo niimero racional r se verifica que ¢(r) = ¢(1)". El nimero ¢(1) se repre-

¢’(x) =6(x)
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e

senta con la letra e, es decir, es el nimero definido por la igualdad loge= J :—)t dx = 1. Con ello
1

apara todo niimero racional r se tiene que ¢(r) = €, por lo que se usa la notacién ¢(x) = € para
representar a la funcién exponencial.

Fijate con qué facilidad y elegancia hemos obtenido las propiedades principales de las fun-

ciones logaritmo y exponencial naturales.

Asimismo, podemos definir la funcién arcotangente de la forma
X
1
arctgx= | ——dt
x J 1+t2

Lo que constituye un punto de partida para definir las demds funciones trigonométricas. Este
proceso estéd desarrollado con detalle en el libro de Michael Spivak Calculo etcétera. Veremos
mads adelante otro procedimiento més directo para definir las funciones trigonométricas.

8.2. Integrales impropias de Riemann

Una de las limitaciones de la teoria de la integral de Riemann es que en ella se consideran
funciones acotadas en intervalos acotados. Queremos evitar estas limitaciones y considerar
funciones no acotadas o intervalos no acotados. Los siguientes ejemplos indican el camino a
seguir.

8.11 Ejemplo. La funcién f(x) = ix no estd acotada en el intervalo ]0,1]. Como h(x) = 2/x es

una primitiva de f en [0, 1], para todo t €]0, 1] se tiene que

1
-1
J —=dx=h(1)—h(t)=2-2k
t
Por tanto
t
Iim| —=dx=2
t—0 { \/)_(
Es natural definir .
-1
J W dX - 2
0
¢
8.12 Ejemplo. Paratodot > Ose tiene que
t t
fe*" dx =1—¢" :>tl’|m e Xdx=1
0 -t
Por ello es natural definir .
j e Xdx=1
0
¢
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En el primer ejemplo hemos considerado una funcién no acotada y en el segundo un inter-
valo no acotado.

8.13 Definicién. Sea f: [c,b[— R una funcién continua en el intervalo [c, b[, donde suponemos
que ce Ry que b un namero real mayor que ¢ o bien b = +o0. Se define la integral impropia de
Riemann de f en [c,b[ como el limite

b t

If(x)dx :Iimff(x)dx 8.1
- Lﬂbc

Supuesto, claro estd, que dicho limite exista y sea un nimero real, en cuyo caso se dice también

que la integral de f es convergente en [c,b].

Sea f:]a,c] — R una funcién continua en el intervalo |a, c|, donde suponemos que ceR 'y que
aun numero real menor que c o bien a= —oo. Se define la integral impropia de Riemann de f

en |a,c|] como el limite
C

[
jf(x) dx = [im f f(x) dx 8.2)
t

a

Supuesto, claro estd, que dicho limite exista y sea un nimero real, en cuyo caso se dice también
que la integral de f es convergente en ]a,c].

Cuando el limite (8.1) o (8.2) existe y es igual a +oo (resp. —oo) se dice que la respectiva
integral es positivamente o negativamente divergente.

Sea f:]a,b[— R una funcién continua en el intervalo Ja,b], donde —co < a < b < +o0. Sea
ceR cona< c< b. Se dice que la integral de f es convergente en |a,b[ cuando las integrales de
f en |a,c]y en [c,b] son convergentes, en cuyo caso se define

b.fx)dx:c‘fxdx—kblfxdx (8.3)
| fe [ fegax+ [0

8.14 Ejemplo. Sea a+ 1. Se tiene que

tlfa

.jk.dx — ____jE__
x " 1-a 1-a

P~

Deducimos que
+f° 1 —  sia>1
1 +o00 sia<1
Andlogamente
1
L1 — sia<1
x& .
0 +o00 sia>1
¢

8.15 Ejemplo. Sea a # 1. Usando la técnica de integracion por partes, que estudiaremos més

I
adelante, es facil calcular una primitiva de la funcién f(x) = %( . Comprueba que

F(x) = Xla(—l( : —(151)_2 a)logx)
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t
es una primitiva de f en R*. Por tanto j f(x)dx = F(t) — F(1). En consecuencia
1

1

+oo ;
logx - sia>1
[ ax = ¢ (1-a)?
X +o0 sia<1
Andlogamente
I ! sia<1
[ e
xa .
0 —00 sia>1

8.2.1. Criterios de convergencia para integrales

Naturalmente, no siempre vamos a disponer de una primitiva expresable por medio de fun-
ciones elementales, bien porque no exista o porque su cdlculo efectivo sea muy complicado.
Por ello, interesa conocer condiciones que aseguren la convergencia de una integral sin nece-
sidad de conocer una primitiva elemental. Logicamente, estas condiciones no nos permitirdn
calcular el valor numérico de la integral; tan s6lo nos dirdn si es o no convergente. El caso en
que la funcion integrando es positiva es particularmente sencillo de estudiar.

8.16 Proposicion (Criterio basico de convergencia). Sea f continua y positiva en [c,b[. Enton-
X

ces, la integral de f en [c,b] es convergente si, y solo si, la funcién F(x) = f f(t)dt estd mayorada
C
en|c,b|, en cuyo caso

b X
ff(t)dt = sup{f f(t)dt :xe[c,b[}

C

En otro caso la integral de f en|[c,b| es positivamente divergente.

Las afirmaciones hechas son consecuencia de que, por ser f positiva en [c,b[, la funcién
X

F(x) = f f(t)dt es creciente en [c,b].

C

El siguiente criterio es consecuencia inmediata del anterior.

8.17 Proposicién (Criterio de comparacién). Sean f y g continuas y positivas en [c,b[. Supon-
gamos que la integral de g en [c,b| es convergente y que f(X) < g(x) para todo x€ [c,b[. Entonces la
integral de f en [c,b] también es convergente.

De este criterio se deduce facilmente el siguiente.

8.18 Proposicién (Criterio limite de comparaciéon). Sean f y g continuas y positivas en [c,b|.
Supongamos que

o fx) +
Imse) ~ PR

Entonces las integrales de f y g en [c,b] ambas convergen o ambas divergen positivamente.
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8.19 Definicién. Se dice que la integral de f es absolutamente convergente en un cierto inter-
valo cuando la integral de la funcién | f| es convergente en dicho intervalo.

Naturalmente, los criterios de convergencia antes vistos para integrales de funciones posi-
tivas, pueden usarse para estudiar la convergencia absoluta de la integral de cualquier funcion.
Por ello, el siguiente resultado, que no demostraremos, es de gran utilidad.

8.20 Teorema. Si la integral de f es absolutamente convergente, entonces la integral de f tam-
bién es convergente.

Ejercicios
1. Estudia la convergencia de la integral

1C X+ sex
| = J X4 ———dx
X — serx

Segtn los valores de a €R.

8.3. Técnicas de calculo de Primitivas

Introduccion

Para calcular ja x)dxdonde f es una funcién continua, hay que calcular una primitiva de
f, evaluarla en ay en by hacer la diferencia. Pero, ;para que calcular una primitiva? ;no sabe-
mos ya que una primitiva de f es la funcién F(x ja t)dt? Y, naturalmente, cualquier otra
serd de la forma F(x) + C donde C es una constante. :Qué interés tiene entonces el célculo de
primitivas de funciones continuas? Respuesta: desde un punto de vista tedrico ninguno. Ahora,
silo que queremos es aplicar la regla de Barrow para calcular el niimero fa x)dx, entonces la
primitiva F (x fa t)dt no nos sirve para nada porque sila evaluamos en ay en by hacemos la
diferencia obtenemos una identidad perfectamente inttil para nuestros propésitos. Lo que ne-
cesitamos es conocer una primitiva de f que sea realmente evaluable, es decir que al evaluarla
en ay en b proporcione valores numéricos.

En otros térrninos, el problema del célculo de primitivas consiste en tratar de expresar la
“primitiva trivial” F fa t)dt por medio de funciones elementales’ que permitan una
evaluacion efectiva de la integral. Para eso sirven las técnicas de calculo de primitivas.

Pero no hay que olvidar que, si bien la derivada de una funcién elemental también es una
funcién elemental, es frecuente que una funcién elemental no tenga primitivas que puedan
expresarse por medio de funciones elementales. Esto ocurre, por ejemplo, con las funciones

e serx 2 3 i . .
e = ser(x®), vx3+ 1, y muchas mads. En tales casos la forma mads sencilla de representar

una primitiva de f es justamente mediante la funcién F(x) = [ f(t)dt y, para obtener valores
concretos de dicha funcién hay que recurrir a métodos numéricos de célculo de integrales.

2Las funciones que se obtienen por medio de sumas, productos, cocientes y composiciones a partir de las funciones
racionales, exponenciales, logaritmicas, trigonométricas y sus inversas, se llaman funciones elementales.
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En lo que sigue vamos a considerar algunos tipos de funciones elementales cuyas primiti-
vas también pueden expresarse por medio de funciones elementales y pueden calcularse con
procedimientos mas o menos sistematicos.

Para leer lo que sigue necesitas tener papel y un boligrafo a mano para ir haciendo los ejerci-
cios que se proponen. A calcular primitivas se aprende practicando; la imprescindible agilidad
en los célculos la logrards haciendo decenas de ejercicios. Fijate que, en la mayoria de los ca-
sos, se trata de ejercicios en los que tan sélo tienes que aplicar una técnica general a un caso
particular. Esto es tan “fdcil” que lo saben hacer los programas de cdlculo simbélico, como
Mathematica, Derive, Mappley otros. Cuando se logre fabricar una calculadora de bolsillo que
pueda ejecutar estos programas quizas ya no sea imprescindible aprender a calcular primitivas,
pero hasta que llegue ese momento sigue siendo necesario que aprendas a calcular primitivas
con agilidad. Seria lamentable que, por no saber calcular una primitiva, no puedas resolver una
sencilla ecuacion diferencial, ni calcular una probabilidad, ni el drea de una superficie, ... Las
aplicaciones del célculo integral son tan variadas, que el tiempo que dediques a la préctica del
célculo de primitivas serd més rentable de lo que ahora puedas imaginar.

Observaciones sobre la notacién y terminologia usuales

Para representar una primitiva de una funcién f, suele usarse la notacién [ f(x)dx Asi, por
ejemplo, se escribe j é‘ dx=log|x— a|. Esta notaci6n es algo imprecisa porque no especifica
el intervalo en que se considera definida f. En el ejemplo anterior hay que interpretar que la
funcién é estd definida en uno de los intervalos | — e, a[ 0 |a, +o[ y elegir la primitiva corres-

pondiente. Estos pequefios inconvenientes estdn compensados por la comodidad en los célcu-
los que proporciona esta notacion. Es frecuente también, aunque no lo haremos en lo que sigue

(pero mira el ejercicio 3), afiadir una constante arbitraria, C, y escribir j é‘ dx=log|x—a|+C.

La integral de una funcién en un intervalo, f: f(x)dx, se llama a veces “integral definida”
de f (y es un nimero), y al simbolo [ f(x)dx se le llama “integral indefinida” o, simplemente,
“Integral” de f (y representa una primitiva cualquiera de f). Aunque esto puede ser confuso, no
olvides que, cuando hablamos de calcular la integral [ f(x)dx lo que realmente queremos decir
es que queremos calcular una primitiva de f.

“y”

Como ya sabes, en los simbolos [ f(x)dx o f;’ f(x)dxla letra “x” puede sustituirse por cual-
quier otra y el simbolo “dx’ (que se lee “diferencial x”) sirve para indicar la variable de integra-
cion. Esto es muy ttil si la funcién f contiene pardmetros. Por ejemplo, son muy diferentes las
integrales [xYdx y [xYdy.

Te recuerdo también que, siy = y(x) es una funcién de X, suele usarse la notacioén dy = y’'dx
que es util para mecanizar algunos cdlculos pero que no tiene ningtin significado especial: es
una forma de indicar que y’ es la derivada de y respecto a x.

Finalmente, si ¢ es una funcion, se usa la notacién ¢(x) ] o sencillamente, ¢(x)|¢ para indi-

X=C
car el ntimero ¢(d) — ¢(c), y usaremos la notacién ¢(x) ]:g para indicar limy_p ¢ (x) —limy_a d(x).
Esta notacién es comoda cuando estudiamos convergencia de integrales.
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8.3.1. Integracion por partes

Siuyvson funciones con derivada primera continua en un intervalo, por la regla de deriva-
cién para un producto sabemos que: (U(x)v(x))" = u’(X)v(x) + u(x)v’(x). Deducimos que la fun-
ci6én producto uves una primitiva de la funciéon u'v+Vv'u, es decir, [(u’(X)v(x) + u(x)v’'(x))dx =
u(x) v(x). Lo que suele escribirse en la forma:

fudv: uv—jvdu

Por supuesto, esta igualdad podemos usarla para calcular integrales definidas:

d d
j u(x)V/ (x)dx = u(x)v(x) \ﬁig - fv(x)u’(x)dx (8.4)

Finalmente, si uy Vv estdn definidas en un intervalo abierto de extremos —o < a < b < 4+ y exis-
ten los limites Iim u( ) ( )y I'|m u(x)v(x), entonces la igualdad (8.4) nos dice que las integrales

fa X)dx y fa )dx ambas convergen o ninguna converge y, cuando son convergen-
tes se Verlﬁca que:

b

fu(x)v/(x)dx— u(x i:g j (8.5)

a
Naturalmente, si queremos usar este método para calcular una integral [ f(x)dx lo primero
que hay que hacer es expresar f(x ) u(x)w(x) de forma que el célculo de v(x) por la condicién,
V/(x) = w(x), es decir la integral v(x) = ['w(x)dx, sea inmediata. Tenemos entonces

j f(x)dx= f u(x)w(x)dx = f u(x)V' (x)dx= u(x)v(x) — jv(x)u’(x)dx (8.6)
Veamos algunas situaciones en las que este método puede aplicarse con éxito.

e Cuandolaintegral [v(x)u’(x)dx esinmediata. Por ejemplo, para calcular una integral | f(x)dx
en la que la derivada de f(x) es mds sencilla que la propia funcién, como es el caso de logx,
arcserx, arctgx. Entonces conviene tomar u(x) = f(x) y v/(x) = w(x) = 1 en (8.6).

8.21 Ejemplo.

u=arctgx —du=

——dx
farctgxdx: 1+x2 = xarctgx— jl 5 dX=xarctgx+ Iog(1+x)

dv=dx—v=x

e Cuando la integral [v(x)u’(x)dxes del mismo tipo que la integral de partida, pero mds sen-
cilla, de manera que reiterando el proceso se llega a una integral inmediata. Este es el caso
cuando f(x) es de la forma P(x) e, P(x) ser(ax), P(x) cogax), donde P(x) es una funcién polin6-
mica. En todos los casos se elige u(x) = P(x), y V/(x) = e®, v/(x) = ser(ax), v'(x) = cogax).

8.22 Ejemplo.
u=P(x) > du= P’(x)dx eax

P(x)e®dx= ax — — — | P/(x)e®dx
j dv:ea"dx—>v:% j

La dltima integral es del mismo tipo que la primera pero con el grado del polinomio rebajado en
una unidad. El proceso se repite tantas veces como sea necesario. ¢
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e Cuando la integral [v(x)u’(x)dxes parecida a la de partida, de forma que al volver a aplicar
el proceso la integral de partida se repite y es posible despejarla de la igualdad obtenida.

8.23 Ejemplo.

1
fcos(logx)dx: [ u= coglogx) — du= —;sertlogx)dx} _ xcoglog) + fser(logx)dx:

dv=dx—v=x

1
_ [ u = ser{logx) — du= )—(cos(logx)dx] :Xcos(logx)+xser(|ogx)_fcos(logx)dx

dv=dx—v=x

deducimos que jcos{logx)dx: >—2((cos(logx) + ser{logx)). s
Ejercicios
1. Calcular las integrales:
2 4 e
flogxdx, jszezsds, farcserxdx , f Vi logtdt, j logx)2dx
1 o 1 1e
3 X2 2 2
fx e dx, jlog(x +1)dx, J mdﬁ, fx serxdx, Icos2 logx)d

2. Calcular las 1ntegrales feaxcos(bx )dx, y feaxser(bx)dx Y deducir, para a > 0 el valor de
j e 2*cogbx)dxy j e *ser(bx)dx

3. Explica la aparente contradiccién

1
f dx— cotgx
Serx cosx COLX

tgx dX

dx= jcotgxtg xdx= cotgx tgx — jtgxcotgxdx 1+f

dx. Luegol=0.

jsenx COSX

Ahora que estds empezando a hacer ejercicios de cdlculo de primitivas es una buena prac-
tica que compruebes los resultados. Ademds es muy sencillo: basta derivar la primitiva que has
obtenido.

Integracién por recurrencia

La técnica de integracién por partes permite en algunas ocasiones relacionar una integral
delaforma I, = [ f(x,n)dx enla que interviene un parametro n (con frecuencia un ntimero na-
tural) con otra del mismo tipo en la que el pardmetro ha disminuido en una o en dos unidades.
Las expresiones asi obtenidas se llaman férmulas de reduccién o de recurrencia y permiten el
célculo efectivo de la integral cuando se particularizan valores del pardmetro. Los siguientes
ejemplos son ilustrativos de esta forma de proceder.

8.24 Ejemplo.
logx)"—1
— (logx)" — du—n{29¥" " 4
f(logx)“dx: u=(logx) U= X :x(logx)”—nf(logx)”*ldx
dv=dx—v=x
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8.25 Ejemplo.

u=x"—-du=nx"1 1
Ih= fx“ eXdx= eax == (x"e**—nly_1)
dv:eaxdx—>v:?dx a

8.26 Ejemplo.

u=serd x—du=(n—1)sed 2xcosxdx
In= jseﬁ‘xdx:
dv=semxdx— v= —Ccosx

= —cosxsefx+(n—1) jser‘i"zx co€xdx= —cosxsel 1x+(n—1) jseﬁ‘*zxdx— (n—1)ly

1 -1
Y deducimos facilmente que jser‘i‘ xdx= — = cosx sed 1x+ nT fser‘i"2 xdx. En particular,
/2 n_1 /2
j ser'xdx= — f ser'?xdx De aqui se obtienen las igualdades
0 0

/2 /2

jser?”*lxdx: 2:4-6--2n fser?”xdx: 1-3:5-(2n-1)n
2

0 0

357 (2n+1)’ 2.4.6---2n

Ejercicios

4. Calcula, haciendo uso de los resultados anteriores, las integrales

/2

f(logx)3dx, fx“exdx, fsen“xdx, fser?xdx
0

5. Prueba las siguientes relaciones de recurrencia

@ ln= jco§"xdx: %(coé“*lxserwr (N—=1)lh2) () In= ftg“xdx: nTll tg" Ix—In_»

. 1 X 2n—-3
6. Pruebalaigualdad In—f X dx= (2n—2)(1+x2)”*1+2n—2|n71
@) —xz x? '
Sugerencias: In_f T2 dx=1In_1 j(l—i—xz)“ dx. Ahora:
%2 u=x — du=dx
7dX: — ...
f(l_|_x2)ﬂ dV: %dx — V= 1 !

(1+x?) 2(n—1) (1+x?)n-1

7. (*) Estudia la convergencia de la integral
e yen-1

|n:
0

n—1
Prueba que paran>2esl, = mln,l. Calculaly, I els.
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8.3.2. Integracion por sustitucién o cambio de variable

Sean g:J — R una funcién con derivada primera continua en un intervalo J que toma valo-
res en unintervalo |,y f unafuncién continuaen I.Sea F una primitivade f en |,y pongamos
H = F og. Tenemos, por la regla de la cadena, que H'(t) = F'(g(t))d’(t) = f(g(t))g’(t), es decir,
la funcién H es una primitiva en J de la funcién h(t) = f(g(t))g’(t). Si c, d son puntos de J,
deducimos que

d g(d)
[ #(a(t)g'(tydt = H(d) - H(c) = F(g(d)) - F(g(e)) = [ f(x)dx

Esta igualdad se conoce con el nombre de “férmula de integracion por sustitucion o cambio de
variable”. En ella se supone que queremos calcular, por ejemplo, la integral fa x)dxy lo que
hacemos es la sustituciéon x = g(t), con lo que dx= g’(t)dty se eligen c y d por la condicién de
que g(c) = a, g(d) = b. Naturalmente, esto tiene interés cuando la funcién f(g(t))g’(t) es més
facil de integrar que la funcién f. Simbdlicamente este proceso suele representarse en la forma

b _ [x=gt), dx=g't)dt] & ,
[ fdx= [a 40, b g ] = [ fge)g't)dt

a Cc
Para el caso de integrales indefinidas este proceso de sustitucién de representa de forma menos
precisa y se escribe simplemente

- X= g(t) _ /
ff(x)dx_ ldx_g,(t)dtl —ff(g(t))g (t)dt

En este contexto, es frecuente calcular [ f(g(t))g’(t)dt =H(t), y escribir [ f(x)dx=H(t), igual-
dad que no tiene mucho sentido si no se especifica también la relacién entre las variables t y
x, escribiendo “ [ f(x)dx=H(t) donde x = g(t)". Desde luego, el conocimiento de H(t) y de la
relaciéon x = g(t) es suficiente para calcular integrales definidas de f, pero también podemos
‘“deshacer el cambio” para obtener una primitiva de f. Para eso la funcién g debe ser una biyec-
cion de J sobre | con derivada no nula. En tal caso, la funcion F(x) = H(g~%(x)) es una primitiva
de f en I. En efecto:

F/(x) =H"(g ()@ 1)) = f(9(g 1 (x)))g'(g X))@ ) (x) = F(g' (g (X)) ——5— = f(x)

No olvides que la férmula del cambio de variables puede usarse en un sentido (de izquierda a
derecha) o en otro (de derecha a izquierda) segiin convenga.

Puede ocurrir que al hacer un cambio de variable en una “integral corriente” obtengamos
una “integral impropia”. No hay que preocuparse porque para estudiar la convergencia de una
integral pueden hacerse cambios de variable biyectivos: ello no altera la eventual convergen-
cia de la integral ni su valor.

8.27 Ejemplo. Con frecuencia se hacen cambios de variable para quitar radicales.

f 1 dx— X=2tgt, dx= C02 ] jcost _ [_1]n/4 22
VT ) Az age) =2 Attt Alsetlye 4

¢
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8.28 Ejemplo. Un cambio de variable en una integral impropia. Consideremos la integral:

b
1
! \/(x—a)(b—x)dx

Suponemos que a < b. El cambio que hacemos consiste en llevar el intervalo | — 1,1] al ]a, b[ por
una biyeccién del tipo g(t) = at + . Las condiciones g(—1) = a, g(1) = b nos dan que
a=(b—a)/2,=(b+a)/2. Conello:

f 1 g [* qlt), dx="" fa
2 \/(X—a)(b—X) a:g(—l) ( ) 1 \/1—t2

Ejercicios

7. Calcular las siguientes integrales utilizando el cambio de variable indicado

/4

0
| o

Y* sertx
dx x=arccos; f Codx dx x=arctg; jex 1 x = logt

—T/4

8. Calcular las integrales

4
f\/4—x2dx, j d;(_ , j fz 1+ L+3(i2xdx
XvVx2—1 logx’ X 2+e

9. Seaa> 0. Prueba quesi f es impar, es decir, f(—x) = —f(x), entonces f t)dt=0.Ysi f
es una funcion par, es decir, f(—x) = f(x), entonces [*_ f(t)dt=2[; f(

8.3.3. Integracion de funciones racionales

Dadas dos funciones polinémicas P(x) y Q(x), queremos calcular [ X )) dx Si el grado de P

es mayor o igual que el de Q, podemos dividir los dos polinomios obteniendo

PX) G(x)

—Z H(X) 4+ =2,

a0 ")
donde H(x) y G(x) son polinomios y el grado de G es menor que el grado de Q. Por tanto, su-
pondremos siempre que el grado de P es menor que el grado de Q. Supondremos también que
el coeficiente lider del polinomio Q es 1. La técnica para calcular la integral consiste en des-

PX)

componer la fraccién o en otras mas sencillas llamadas “fracciones simples”. Estudiaremos

dos formas de hacerlo: el método de los coeficientes indeterminados y una variante del mismo
conocida como Método de Hermite.

Paso 1. Descomposicién del denominador en factores irreducibles
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Descomponemos el denominador, Q(x), como producto de factores de grado 1 y factores de
grado 2 irreducibles:

Q(X) = (x—a)™ -+~ (X—an) " (x? + byx+c1)Pt - (x* 4 b+ Cm) P 8.7)

Observaciones

e Esto se dice muy pronto, pero puede ser muy dificil de hacer si no imposible. Afortunada-
mente, en los casos précticos esta descomposicién o se conoce o es muy facil de realizar.

¢ En la descomposicion (8.7) cada a;j es una raiz real de orden aj del polinomio Q, y los factores
cuadraticos del tipo (x? + bjx+ ¢;)Pi corresponden a raices complejas conjugadas de orden B;.
Tales factores cuadréticos son irreducibles, es decir, su discriminante es negativo o, lo que es
igual, x> + bjx+ cj > 0 para todo XER.

Paso 2
Método de los coeficientes indeterminados

PX)

Escribimos el cociente o como suma de fracciones de la siguiente forma:

e Por cada raiz real aj de orden aj escribimos a; fracciones cuyos numeradores son constantes
Ay que hay que determinar, y los denominadores son de la forma (x — aj)k donde k;j toma va-
lores de 1 hasta aj.

e Por cada factor cuadratico irreducible (x2 + bjx+¢j)Pi escribimos B; fracciones cuyos nume-
radores son de la forma By, X+ Cy; siendo By, y Cy, constantes que hay que determinar, y los
denominadores son de la forma (x2 + bjx+c;)% donde kj toma valores de 1 hasta ;.

e La descomposicion es de la forma:

n aj

Bi
P(x) Ay . Bi; X+ G
- |+ : (8.8)
Q(x) Jz_; kal(x—aj)kj Jz_; kal(x2+bjx+cj)k1
Método de Hermite
o . P(x) ..
Escribimos el cociente o de la siguiente forma:
P(x) AL An Bix+C; BmX+Cn
(X) x—a X—an X2+bix+cp X2 4 bmx+ Cm

d F(x)
T ( (x—ag)% 1. (Xx—an)an—1(x2 + byx+cq)Pr1- - (X2 + byx + cm)ﬁml)

donde Ay,...,An,Bs,...,Bm,Ci,...,Cnson coeficientes que tenemos que determinary, en la frac-
cién que aparece con una derivada, F(x) es un polinomio genérico de grado uno menos que el

P(X)

denominador. En resumen, se trata de escribir o como suma de fracciones simples, una por

cada factor, més la derivada de un cociente que tiene por denominador lo que queda de Q(x).
Observa que en ambos métodos hay que calcular tantos coeficientes como el grado de Q.

Paso 3. Determinacion de los coeficientes

Tanto en un caso como en otro, se reducen todas las fracciones a comtin denominador (que
serd Q(x)), y se iguala a P(x) al numerador resultante. Esto nos producira un sistema de ecua-
ciones cuya resolucién nos dard el valor de todos los coeficientes. Naturalmente, en el método
de Hermite hay que efectuar la derivada antes de reducir a comtn denominador.
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Observaciones

e En ambos métodos tenemos que calcular el mismo niimero de coeficientes pero en el mé-
todo de Hermite la obtencién del sistema de ecuaciones es un poco mads trabajosa debido a la
presencia de la derivada.

¢ El método de Hermite es interesante de aplicar cuando hay factores cuadréticos de orden
elevado (raices imaginarias multiples).

Paso 4. Integracién de las fracciones simples

P
En el método de Hermite, una vez escrita la funcion racional % de la forma anterior, es facil
calcular su integral:
Bix+Cy
dx ——— dXx+---
IQ fx— a +fx2+b1X+cl e
F(x)

+ (x—ag)®11... (x—an)®1(x2+ byx+cp)Pr—1. . (X2 + byX + Cm)Pm—1
Sélo nos queda saber calcular las integrales que hemos dejado pendientes:

A
. fmdx_ Alog|x—al.

Bx+C
f ﬁ dx Siempre se puede escribir x2 + bx+ ¢ = (x—d)?+k?, con lo que descompo-

nemos nuestra integral en dos:

j Bx+C _f BX+C fB(X_d)+C+deX—
X2+ bx+c +k2 (x—d)2+k2 B
C+Bd
f +k2x+fu—dy+wd*‘
dx

=§'°9<<x—d> +k2)+(C+Bd>fm

y la dltima integral es inmediata (del tipo arcotangente) si hacemos el cambio de variable
x—d
t=——.
k

En el método de los coeficientes indeterminados aparecen también, cuando hay raices multi-
ples, otros dos tipos de fracciones elementales:

. . A . . e
e Fracciones del tipo x_aKk donde ke Ny k > 2, correspondientes a raices reales multiples, las

cuales no ofrecen dificultad pues
A A 1
—_— d = = .
°J x—ak T Tk—ilx—aFt
Bx+C
(X2 +bx+c)K
multiples, la integracion de las cuales ofrece bastante dificultad a partir de k > 3. Suelen hacerse
usando la férmula de reduccion del ejercicio nimero 6.

e Fracciones del tipo donde ke N y k > 2, correspondientes a raices imaginarias

8.29 Ejemplo. Se trata de calcular j dx. Como hay raices imaginarias multiples apli-

x2—2
x3(x? +1)?
caremos el método de Hermite.
x2—-2 A Bx+C d ax+bx?+cx+d
XB(x2+1)2  x  x24+1 d X2(x2+1)
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Realizando la derivada y reduciendo a comtn denominador, obtenemos un sistema de ecua-
ciones cuya solucion es

a=0, b=5/2, c=0, d=1, A=5, B= -5 C=0;
por lo tanto
x2—2 (5/2)x2+1 5 )
——————— dx= ——-5—— +5logx— = | 1).
f x3(x?41)? X X2(x2+1) Tologx—s 0gix"+1)
¢
' X+1
8.30 Ejemplo. Calcular la integral Zf I D0ELT) dx. Aplicaremos el método de los coefi-
cientes indeterminados. il A B Cx4D

X(x+1)(x2+1)  x + X+ 1t x2+1
Reduciendo a comtn denominador obtenemos:

x+1 ~ —A+(A+B-D)x+(—A—C+D)x*+ (A+B+C)x3

X(X+1)(x2+1) X(X+1)(x2+1)

Identificando coeficientes resulta el sistema de ecuaciones lineales:

A+B+C =0
-A-C+D =0 A=-1 B=1
A+B-D =1 C=0 D=-1
-A =1

Deducimos que:

( x+1 - dx Ldx  F o odx t—1
v ive s Ol vy Sl Bvati = 2—— ) —arct tg?2
!x(x+1)(x2+1) X ij—l Zf X 2sz+1 09< n > arctgt +arctg

Por tanto:

+oo

Xx+1 T
—  _dx=log2— = tg2
! X(X+1)(x2+1) X=loge—5rarcly
¢
Ejercicios
10. Calcular las siguientes integrales
2 1/2 4 3 2
f 2—X « f dx q fx + 6x° — 7X —4x—3dx
x3—-3x2 " B x4—1""" X3 —2x24x—2
+o0 1
x—1 dx dx
——d ——d —d
!x3—3x2+x+5 % 7[0 (X2 —2x+2)? % " 11"
x2 dx 3x%2+30 x2
——d d ——d
f(x4—1)2 % fx(1+x4)’ jx4+2x2—8 % j(x2+1)2 X
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8.3.4. Integracién por racionalizacién

Acabamos de ver que la primitiva de una funcién racional siempre puede expresarse me-
diante funciones elementales. Nos vamos a ocupar ahora de algunos tipos de funciones no
racionales cuyas integrales se pueden transformar, por medio de un cambio de variable, en
integrales de funciones racionales. Se dice entonces que la integral de partida se ha raciona-
lizadoy esta técnica se conoce como “integracion por racionalizacién”. Conviene advertir que
los cambios de variable que siguen son los que la préctica ha confirmado como m4s ttiles en
general, pero que en muchas ocasiones la forma concreta de la funcion que queremos integrar
sugiere un cambio de variable especifico que puede ser mas eficaz.

En lo que sigue, representaremos por R= R(x,y) una funcién racional de dos variables, es decir,

un cociente de funciones polinémicas de dos variables. Te recuerdo que una funcién poliné-
n

m
mica de dos variables es una funcién de la forma P(x,y) = Z Z Cij Xyl
i=0 j=0

Integracion de funciones del tipo R(serx, cosx)

Las integrales del tipo f R(sernx,cosx)dxdonde R= R(x,y) una funcién racional de dos varia-
bles, se racionalizan con el cambio de variable t = tg(x/2). Con lo que

1-t2 2dt

sernx = = X= —
14-t2 14t2

112 O

Con ello resulta:

| Riserx cosqdx = [t_tg(x/@]_ [ R< 2 1—t2) 2dt

14+t271412 ) 1412
8.31 Ejemplo.
dx cosxdx t2—1
= = t 2 = t —_ = —Qa dt
I serx — tgx I SErXCoSX — Serx [ 9%/ ] 2t3
1 logt 1 1
= E + T = W + Elog|tg(x/2)|
¢
Casos particulares

e Cuando R(—serx, — cosx) = R(serx,cosx) se dice que ‘R es par en seno y coseno”. En este caso
es preferible el cambio tgx=t. Con lo que

semnx = ! CoOSX = ! dx= dt
1+t2 V1+tZ 14t2
En el caso particular de tratarse de una integral del tipo
j serf'x cos"x dx
con ny mnumeros enteros pares, es preferible simplificar la integral usando las identidades
1+cosX 1—-cosX
co@x— =108 ooy 2 COSK
2 2
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e Cuando R(—serx,cosx) = —R(serx,cosx) se dice que ‘R es impar en seno”y el cambio cosx =t
suele ser eficaz.

e Cuando R(serx, — cosx) = —R(serx, cosx) se dice que ‘Res impar en coseno”y el cambio serx=t
suele ser eficaz.

8.32 Ejemplo. Calcular | = j serfx cog xdx. Tenemos:

2
I = f(l—co§x) cos xdx= fco§xdx— jcos“xdx: f %dx_f (%) dx

X senx 1 X+senX x 1 11+ cos«k
—§+ 71 (1+20052(+co§2x)dx_T—‘—1—§ os Xdx —Zde
_ x+senX senX x senk 1 (X_semk)

4 4 8 32 8 4

8.33 Ejemplo.

dt

sertx sertx dt = cosxdx t2

-1 -1
=~ —t=———sen.
t sert

fcoéx —j (1—serfx)cosxdx [t:serb( ] :fl_tz

¢

serfx cosx S
8.34 Ejemplo. Sea | = j Se( CoX dx Se trata de una funcién par en seno y en coseno. Ha-

ciendo t = tgx, obtenemos:
t2
[
(t+1)(t2+1)?

Aplicando el método de Hermite escribimos:

t2 __A _Bt+C d fat4P
t+D)(t2+1)2 t+1 t2+1  dx\t2+1

Haciendo la derivada y reduciendo a comtn denominador obtenemos:

t2 _ A+C+B+(B+C—20+P)t+ (2A+B+C—20 — B)t>+ (B+C—P)t3+ (A+B)t?
t+1)(t2+1)2 (t+1)(t2+1)?

Identificando coeficientes resulta el sistema de ecuaciones lineales:

A+C+B =0
B+C—2a+B =0 A=1/4 B=-1/4
2A+B+C-20—B =1 3 =< C=0 D=-1
B+C—-B =0 a=-1/4 B=-1/4
A+B =0

Deducimos que:

11+t

1
it Iog|sen><+ COSX| — Zcosx(serbH— COX)

_1 1 2
_Zlog|t+1|—§log(t +1)—

¢
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e Cuando la funcién R(serx,cosx) sea de la forma
ser(ax+ b)ser(cx+d), serax+b)cogcx+d), cogax+ b)cogcx+d)

puede resolverse la integral usando las férmulas:

ser(a +B) +sera —B) coga —B) —coqa +B)

semcos = 5 , semsen = 5
cost Cosp = coga — ) 42- ser{a +f3)
8.35 Ejemplo.

fser(3x) cog2x)d =5 jser{Sx )dx+ = > fsenxdx_ —1—10cos(5x) - %cosx

e Integrales de la forma ftg”xdx, jcotd‘xdx Se reducen a una con grado inferior separando
tg’x o cotgxy sustituyéndola por seéx—1 o coseéx— 1.

8.36 Ejemplo.

jtg5xdx: jtg3xtgzxdx: ftg3x(se«,2x— 1)dx= jtg3xse@xdx— ftg3xdx

_ tgix 3., to*x oo tgtx
=1~ Itg xdx= %~ Itgxtg xdx= " jtgx(se@x— 1)dx

_ tgix Ctgtx 1,
== —Itgxse@xdx+ftgxdx_ 5 5 x4+ log|cosx|
¢
Ejercicios
11. Calcular las integrales
1 1 1-2cox dx 1
—d ——d - d
ja+bcosx X Ofcos><+23er)<+3 X 5_Zcox ¥ fcosx’ jsenxcosx X
12. Calcular las integrales
f j cog3x+4) dx, IL, fser?xco§xdx, _ax
ser?x co§x V192 (x+2) (1+ serx) cosx cos$x

T

13. Calcular j senpxcosgxdx, f senpxsergxdx, j cospxcosgxdxdonde py g son enteros.

—T

n
14. Para xcR, yneN, definamos F(x) = % + ) (akcoskx+ by serkx). Para —n < p< n prueba
K=—
kqton
que:

Tt T
ap= %{j F(x) cospxdx y bp= %f F (x) senpxdx
—T —T
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Integrales del tipo j R(x, [L(X)]", [L(X)]®,...) dx

ax+b
cx+d’
Se racionalizan con el cambio t%=L(x) donde g es el minimo comtn denominador de las
fraccionesr,s,.... Pues entonces tenemos que

Donde L(x) = a,b,c,deRcon ad—bc#0yr,s,... son nimeros racionales.

dtq—b
T a—ctd

=r()
y la integral se transforma en

jR A5 yp/(t) dit
en la que el integrando es una funcién racional de t.

1\? 1 1
8.37 Ejemplo. Seal = j al) dx El cambio de variable L =t3 racionaliza la inte-
x—1 1+X -1
i3

! con lo que:
t3—-1’ que:

2

gral pues se tiene que x =

t2+t+1 t-1 2 (t—1)2 \f
1
dondet = /X1, ¢
x—1
Integrales binomias

Se llaman asi las de la forma
fx“(aJr bxP)¥dx

donde a, B, y son nimeros racionales y a, b niimeros reales todos ellos distintos de cero. Ha-
ciendo la sustitucién . )
xP=t, x=tB, dx=—=tB

la integral se transforma en
B Y,
B jt a+ bt)Vdt

que es de la forma ftr(a+ bt)¥dt donder = arl_ 1. Esta integral es del tipo de las considera-

B

das en el apartado anterior cuando el nimero:

e y es entero, pues es de la forma f R(t,t")dt

e I es entero, pues es de la forma f R(t, (a+bt)¥)dt

a+bt\Y
e y+r es entero, pues es de la forma j (%) tY*'dt

PL. Chebyshev prob6 que si no se da ninguna de estas circunstancias la integral no puede ex-
presarse por medio de funciones elementales.
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8.38 Ejemplo. Sea | = jxv X2/3+2dx. En este caso esa =1, 3=2/3, y=1/2y arl

Deducimos que la primitiva buscada puede expresarse por funciones elementales. Haciendo
3 . . .
x?/3 =t obtenemos | = > Itz Vt+2dt, la cual se racionaliza haciendo t 42 = §* (s> 0), con lo

=3

quel = ?:j(s2 —2)?sdsque es inmediata. ¢

Integrales del tipo j R(€")dx

Se racionalizan con el cambio x = logt. Un caso particular de este es el de las integrales de la
forma fR(coshx, sentx)dx que también admiten un tratamiento parecido al de las trigonomé-
tricas.

2
sentx+ tghx

2(1+12 1
| = [x=logt] —I%dt_ log (tgh()—z()) - 1+coshx

8.39 Ejemplo. Seal = f dx Desarrolla los cdlculos para comprobar que

Por otra parte, como la funcién es impar en sentx, también podemos proceder

sentx+ tghx
como sigue

2t 1 1 1
| = [t =coslx| _jmdt— —er élog(—1+ costx) — élog(ljL coslx)

Por supuesto, puedes comprobar que las dos primitivas encontradas son de hecho iguales. ¢

Integracién de funciones del tipo R(x, /ax2+ bx+c)

Una integral de la forma f R(x, v ax?+ bx+ c)dx puede racionalizarse por medio de las sustitu-
ciones siguientes.

e Si el trinomio ax?+ bx+ c tiene dos raices reales o y B, distintas entonces
py1l2
Vax2+bx+c = [ax—a)(x—B)|Y2= (x—a) [w]

Donde, por comodidad, hemos supuesto que x— a > 0. Deducimos que la sustituciéon

ax—B) ., _at?—Ba
o =t (t>0), X=—— =

r(t)
transforma la integral en f R(r(t),(r(t) —o)t)r’(t)dt donde el integrando es una funci6n racional

de t.

e Si el trinomio ax?+ bx+ ¢ no tiene raices reales, entonces debe ser ax?+ bx+c> 0 para todo
X€ER, en particular ¢ > 0. La sustitucién:

vaxi4+bx+c=tx++C, x= 7b_2t\/é=g(t)

t2—a

transforma la integral en j R(g(t),tg(t) + /c)g’(t)dt donde el integrando es una funcién racio-
nal de t.

Las sustituciones anteriores se conocen como sustituciones de Euler.
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X
(7x—10—x2)3/2
piden es [ R(x, v/ 7x— 10— x?)dx del tipo que acabamos de considerar.

X .
= —, la integral que nos

8.40 Ejemplo. Célcular f ¥

dx. Observa que, si R(x,Y)

Como 7x— 10— x? = (x—2)(5—X), tenemos que

N 5 2t2 6 (5422 2/ 5
j(?x—lO—x2)3/2dX_ [X_ 1+t2} — 37 T dt=5 <_?+2t)

(7x—10—x?)%/2

dondet=~—_ "~ |
onde 7 ¢
1
8.41 Ejemplo. dx Haciendo la sustitucién v1+X+x2 = x+1t, es decir
Jemp I(1+x)\/1+x+x2
t2—
X= - tenemos
1 t2—1 2 -1 1
dx= |x= = dt= — +—— | dt= —logt +log|t — 2
I(1+x)\/1+x+x2 § [X 1—2J ft2—2t f( t +t—2> ogt+legit -2
dondet = V1+x+Xx2—Xx. ¢

También es posible transformar una integral del tipo jR(X, Vv ax2+bx+c)dx en otra de la

forma f F (serx,cosx)dx donde F es una funcién racional de dos variables las cuales ya hemos
estudiado. Para ello se sigue el siguiente procedimiento.

e Con un primer cambio de variable, de la forma x=at+ 3 que después explicaremos, se trans-
forma la integral fR(x, v/ ax?+ bx+ c)dx en otra de alguna de las formas

a) jG(t, VE2—1)dt, b) fG(t, 1-t2)dt, ¢ fG t, vV1+1t2)d
donde G es una funcién racional de dos variables. Los cambios de variable respectivos
a)x=sea, b)x=seru, c)x=tgu

convierten las integrales anteriores en otras de la forma f F (serx,cosx)dx donde F es una fun-
cién racional de dos variables.

Alternativamente, en el caso a) puede hacerse también x = costu, y en el caso ¢) x = senhu,
lo que transforma dichas integrales en otras del tipo IT (¢")dx donde T esuna funcién racional
de una variable, que ya han sido estudiadas.

Nos queda por explicar como se hace el primer cambio de variable.

e Si el trinomio h(x) = ax? + bx+ c tiene dos raices reales a < 3, lo que se hace es transformar
dicho trinomio en otro que tenga como raices —1y 1. Para ello llevamos —1a a y 1 a 3 mediante
una funcién de la forma ¢(t) = At 4 p. Las condiciones ¢(—1) = a, $(1) = B, determinan que

B—a B+a
MR

3 . Con el cambio

(B—a)?
s

fR Vax2 + bx+c)dx= [x=o(t)] = jR(d)(t), \/5(8;20() v t2—1) B_Tadt

tenemos que h(¢p(t)) =a

—1). Ahora, si a> 0, deducimos que
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que es del tipo a) anterior. Si a < 0, entonces

| RO Va2 +bx+c)dx= [x= o (t)] = IR(q)(t),\/—_a(B_a)w/—l_tz)B__th

2
que es del tipo b) anterior.
e Si el trinomio ax?+ bx-+ ¢ no tiene raices reales, entonces debe ser d = 4ac— b? > 0 y también

a> 0. Poniendoy = , podemos escribir:

2va

2

ax? +bx+c= (fax+ 2\[)2 Z—a: <\/éx+2—\b/a)2+v2=y2 l(%x—i— 235y>2+1

=v? [(z—;x—i— \5_)2—1—1

El cambio /a
2a b dt—b
—X+—==t, estoes, Xx= =@t
va Ve M
transforma la integral en
IR Vax2 + bx+c)dx = [x = IR ot) y\/t2+1)—dt

que es del tipo c) anterior.

Casos particulares
P()

vax2+bx+c

resolverse con facilidad por el método de reduccion. Se procede de la siguiente forma.

e Las integrales de la forma f dx donde P(x) es una funcién polinémica pueden

Escribimos

P(x) d ( C
— = —( QX \/ax2+bx+c> —
Vax2+bx+c dx vax2+bx+c

donde Q(x) es un polinomio, cuyos coeficientes hay que calcular, de grado una unidad me-
nos que el polinomio P(x) y C es una constante que también hay que calcular. Observa que la
igualdad anterior puede escribirse

P(x) = Q'(X)(ax® + bx+c) + % Q(x)(2ax+b)+C

y ala derecha queda un polinomio de igual grado que P(x) lo que permite identificar coeficien-
tes. Una vez calculados el polinomio Q y la constante C tenemos que

() 1
—— ____dx=0Q(X) Vax2+bx+c+C | —————dx
j\/ax2+bx+c ) f\/ax2+bx+c

1
con lo que todo se reduce a calcular una integral de la forma f e dx Haciendo uso
Vax?+bx+c

de los cambios antes visto, esta integral, salvo constantes, puede escribirse de alguna de las
formas

1
———dt=arcse dt— argsen dt: argcos
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Recuerda que argsentt) = log (t+ vt?+ 1) y argcoslit) =log (t + vt2—1).

¢ Finalmente, las integrales de la forma

1
dx
f (x—a)kvVax2+bx+c

. . . 1
se reducen a las del tipo anterior con el cambio x—a = T

Ejercicios

15. Calcular la integrales

X+ 3 X2 1
——dx, —dx, ——dx V/2ax—x2 dx
ij2+2X+2 j\/2x—x2 szx/xz—x—kl j
I;dx’ j%dx, fxm(l—xs)*zdx, f \/x +9x
(1—x2) V/1+x2 X%/ (44x3)5
/ 2
! dx, [ XA+ VR x| 5X+8;/24X

—4 1 2 71/2d
2senhx— coshx % IX (1+x% X

8.4. Aplicaciones de la integral

Con una integral puedes calcular magnitudes tan diversas como 4reas, volimenes, longitu-
des de curvas, el trabajo realizado por una fuerza, la masa de un sélido, momentos de inercia,
el campo eléctrico, el flujo de un fluido a través de una superficie y muchas més. Es notable,
sin embargo, que la forma de proceder sea casi siempre la misma, y consiste en expresar el va-
lor exacto de la magnitud que se quiere calcular como un limite de sumas de Riemann, para
deducir, a partir de ellas, la integral cuyo célculo proporciona la solucién del problema. Podrés
comprobar en lo que sigue que esta técnica es bastante sencilla e intuitiva. Con un poco de
préctica ti mismo podrés aplicarla con éxito en situaciones distintas de las que aqui se consi-
deran.

Todo lo que sigue estd también en formato de cuaderno de Mathematica en el sitio
http://wwww.ugr.es/local/fjperez.

8.4.1. Cailculo de areas planas
Te recuerdo que si f:[a,b] — R es una funcién continua, representamos por G(f,a,b) la re-

gion del plano comprendida entre la curva y = f(x), el eje de abscisas y las rectas x=a, x="h.
Como sabes, el area de dicha regién viene dada por

b
)\(G(f,a,b)):J.|f(x)|dx

Es interesante interpretar la integral que proporciona el drea de la siguiente forma. Observa
que |f(x)| es la longitud del segmento intersecciéon de G(f,a,b) con la recta vertical que pasa
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por (x,0), es decir, |f(x)| es la longitud de la seccién vertical de G(f,a,b) por el punto (x,0), y el
dreade laregion G(f,a,b) esigual a la integral de las longitudes de sus secciones. Intuitivamente:
integrando longitudes obtenemos dreas. Como el drea es invariante por rotaciones, este resul-
tado es también vélido si consideramos secciones por rectas paralelas a una recta cualquiera
dada. Deducimos asi el siguiente resultado.

Principio de Cavalieri. El drea de una region plana es igual a la integral de las longitudes de sus
secciones por rectas paralelas a una recta dada.

Veamos c6mo se aplica este principio en algunos casos concretos.

Regiones de tipo I

Supongamos que f, gson funciones continuas yllamemos Q a la regién del plano compren-
dida entre las curvas y = f(x) e y = g(x) para a< x< b. Se dice que Q es una regién de tipo I. Es
evidente que las longitudes de las secciones verticales de Q son iguales a | f (x) — g(x)| por lo que

su drea viene dada por
b

J 1100 = g(x)] ox (8.9)

a

Observa que esta integral expresa el drea de Q como limite de las sumas de Riemann
n
> It — 9t (% —%-1)
k=1

lo que tiene una sencilla interpretaciéon que puedes ver en la siguiente figura.

3 3

k"ﬁ.:
<

2 2 N

1 3 4 5 6 1 § 3 6
>>
-1 -1 e~

Figura 8.4: Regién de tipo

Cuando la funcién f — g no tiene signo constante en el intervalo [a,b], para calcular la inte-
gral (8.9) se descompone dicho intervalo en intervalos en los que la funcién f — g es siempre
positiva o siempre negativa, lo que permite quitar el valor absoluto en el integrando.

A veces interesa expresar una region de tipo I como unién de dos o mds regiones de tipo
I disjuntas y mads sencillas, entonces su drea es la suma de las dreas de cada una de dichas
regiones.

8.42 Ejemplo. Vamos a calcular el drea de la region Q comprendida entre la pardbola y?> = x y
larecta y=x—2.
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Calculamos los puntos de corte de la recta y la pardbola resolviendo la ecuacion x = (x— 2)?,
cuyas soluciones son a = 1, b = 4. Puedes ver representada la regiéon Q en azul en la siguiente
figura.

-0.5

Podemos considerar Q como una region de tipo 1. La funcién cuya grafica limita a Q por
arriba es g(x) = /X. La funcién cuya grafica limita a Q por abajo viene dada por

=X
9= {x—z 1<x<
En consecuencia
4 1 4 9
Q)= [ 1900~ 100 dx = [ (VX — (VR det (VR — (x=2))dx = 5
0 0 1

Observa que podemos ver Q como unién de dos regiones de tipo I como se indica en la siguien-
te figura.

1.5

0.5

-0.5

Y lo que hemos hecho antes ha sido calcular el drea de cada una de estas dos regiones. ¢

Regiones de tipo II

Supongamos que f, g son funciones continuas y llamemos Q a la regién del plano compren-
dida entre las curvas x = f(y) y x=g(y) para a<y<b. Se dice que Q es una regién de tipo II. Es
evidente que las longitudes de las secciones horizontales de Q son iguales a |f(y) — g(y)| por lo
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que su drea viene dada por
b
[ 1£(y) =gyl dy (8.10)
a

lo que tiene una sencilla interpretacién que puedes ver en la siguiente figura.

6 6
5 54
4 Vé
i <1
3 f 3 \1\1
b= ~g
2 52 \l\%
1
1 1 Bx o
-1 1 2 3 -1 1 2 3

Figura 8.5: Region de tipo II

Es importante advertir que la distincion entre regiones de tipo I y de tipo II es tan sélo una
cuestion de conveniencia. No son conjuntos de distinta naturaleza sino formas distintas de
describir un conjunto. En la préctica te vas a encontrar siempre con regiones que puedes con-
siderar tanto de tipo I como de tipo II y deberds elegir la descripcién que mas facilite el calculo
de la correspondiente integral.

De todas formas, no debes olvidar que basta cambiar la variable x por la variable y para
convertir una region de tipo II en otra de tipo I. Geométricamente, lo que hacemos es una
simetria respecto a la recta y = x, lo que deja invariante el drea. Por tanto, si en un ejercicio
resulta conveniente considerar la region cuya drea quieres calcular como una region de tipo
IT y te encuentras més comodo trabajando con regiones de tipo I, basta con que cambies los
nombres de las variables.

Observa que las figuras (8.4) y (8.5) son simétricas respecto de la recta y = x.

8.43 Ejemplo. Laregion del ejemplo (8.42) puedes considerarla como una regién de tipo II.

La curva que limita esta regioén por la derecha es la grafica dela recta x=y+2 yla curva que
limita esta region por la derecha es la grafica de la pardbola x = y?. La variable y estd compren-
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dida entre —1y 2.

Q={(xy):y¥’<x<y+2 -1<y<2}

Tenemos que

NQ) = [(y+2-y))dy =

9

2

También puedes transformar directamente Q en una regién de tipo I mds sencilla mediante

una simetria. Aqui la tienes.

1 Co.5

Aunque la regi6n asi obtenida no es la misma Q tiene, sin embargo, igual drea que Q pues
ambas regiones se transforman una en otra por medio de una simetria respecto de larecta y=x.

8.4.2. Ejercicios

¢

1. Calcula el 4rea de las regiones del plano limitadas por las siguientes curvas.

a) x=12%2 128, x=2y>—2y.

b) y=—x2—2x, y=x2—4, —-3<x<Ll

) y=x>, x+y=2, x>0,y>0.
d) x+y?=3, 4x+y’=A4.

e) y=selx, y=tg?x, —T/4<x<T/4.

X2 y27
h Z+§_1'

g (y—x?=x-3, x=7.

h) y=(logx)?, 0<x<e
1-x

N2 —_

) y= T x X 1.

) y=xeX y=x’eX x>0

k) y=x, xX2+y*=8.
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Curvas en el plano

Seguramente te imaginas una curva en el plano como una linea continua que puede dibu-
jarse de un trazo, sin levantar el lapiz del papel. Esa idea es esencialmente correcta. Las circun-
ferencias, las elipses, las cardioides son todas ellas curvas. Faltaria mds. Ninguna de ellas pue-
des representarla por una igualdad de la forma y = f(x). Las curvas que pueden representarse
por una ecuacidn cartesiana del tipo y = f(x) son curvas muy particulares pues son graficas de
funciones. No olvides que cuando dices “sea la curva dada por la ecuacion y = f(x)” te estds
refiriendo a la curva cuya imagen es el conjunto de puntos del plano {(x,y) : xe[a,b],y= f(X)}
es decir, a la gréfica de f.

Si lo piensas un momento verds que muy pocas curvas son graficas. Para que una curva sea
una grafica es necesario que cualquier recta vertical la corte a lo més en un solo punto; ningu-
na curva cerrada cumple esta condicién. Precisamente entre las curvas cerradas se encuentran
algunas de las curvas mds interesantes, a ellas pertenecen los distintos tipos de 6valos y lem-
niscatas, las astroides, las cardioides y muchas maés.

Vamos a ver ahora una forma de representar curvas planas mucho més general que las ecua-
ciones cartesianas del tipo y = f(x) que s6lo sirven para representar curvas que también son
gréficas. Para empezar, consideremos una curva que viene dada por una ecuacioén cartesiana
de la forma y = f(x) donde x € [a,b]. Nuestra curva es, por tanto, la imagen de la aplicacion
y: [a,b] — R? definida por y(x) = (x, f(x)) para todo x€ [a, b]. Intuitivamente, cuando x recorre el
intervalo [a,b], el punto (x, f(x)) recorre la curva. Es f4cil generalizar esta situacién sin perder la
idea intuitiva de curva. Lo esencial es que podamos describir las coordenadas de los puntos de
la curva como funciones continuas de un pardmetro. En la situacién que estamos consideran-
do se tiene que y = f(x), es decir, la segunda coordenada es funcién continua de la primera. La
generalizacion consiste en que ambas coordenadas sean funciones continuas de un pardmetro.
Llegamos asi a la definicion siguiente.

8.44 Definicién. Una curva en el plano es una aplicacion continua y: [a,b] — R?.

Siy(t) = (x(t),y(t)), decimos que x = X(t), y = y(t) son las ecuaciones paramétricas de la cur-
va. El punto y(a) es el origen y y(b) el extremo de la curva. Si y(a) = gammdb) se dice que la curva
es cerrada. Se dice que una curva y es simple si no se corta a si misma, es decir, si para s,t € [a, b]
con s#t se verifica que y(s) # y(t). Una curva cerrada se llama simple si la funcién y es inyectiva
en|ab.

8.45 Ejemplo. e La curva de ecuaciones paramétricas x(t) = a+rcog, y(t) = b+ Rsert donde
0 <t < 2mes una elipse cuyo centro es el punto (a,b) y semiejes de longitudes r y R. Cuando
r = Rse trata de una circunferencia.

e La curva de ecuaciones paramétricas X(t) = r(t —sert), y(t) = r(1—cogt) para0<t < 2mesla
cicloide. Es la curva que describiria una chincheta clavada en una rueda de radio r que avanza
girando sin deslizar.

e La curva de ecuaciones paramétricas X(t) = cost(1+cog), y(t) = sert(1+cos) para 0<t < 21
se llama cardioide. Es la curva que describe un punto fijo del borde de un circulo que rueda sin
deslizar sobre otro del mismo radio.
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7 27

Cicloide

0.5

Cardioide

Al‘ ea encerrada por una curva

Sea Q la regién rodeada por una curva cerrada simple y(t) = (x(t),y(t)), a<t < b, y supon-
gamos que las funciones x(t),y(t) tienen primera derivada continua. En estas condiciones se
verifica que el drea de Q viene dada por

b
AQ) = jx(t)y'(t)dt 8.11)

b
[ Xyt

(la igualdad entre las dos integrales se deduce facilmente integrando por partes y teniendo en
cuenta que por ser y una curva cerrada es x(b)y(b) — x(a)y(a) = 0).

Ejercicios
1. Calcula el 4rea encerrada por la elipse x(t) = a+rcog, y(t) = b+ Rsert donde 0 <t < 21T

2. Calcula el drea encerrada por la cardioide x(t) = cost(1+ cost), y(t) = sert(1+ cost) para
o<t<2n

Areas planas en coordenadas polares

Dado un punto (x,y) # (0,0), hay un tinico par de ntimeros (p,9) talesque p >0, —TI< 9 < T,
que verifican las igualdades x = pcos, y = psend. Dichos niimeros se llaman coordenadas po-
lares del punto (x,y). Si consideras el niimero complejo x+ iy, entonces p es su médulo y 9 es
su argumento principal.

Una curva puede venir dada en coordenadas polares por medio de una ecuacién de la forma
p= f(9) donde f:[a,B] — R esuna funcién continua. Esta forma de representar una curva no
es mas que la parametrizacién dada por

X(8) = f(9)cosd
y@®)=f

©) (9)send (a<d<P) (8.12)
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Queremos calcular el drea de la regién del plano Q = {(pcosd,pcosd) :0<p< f(9), a <I <B}.

Para ello lo que hacemos es aproximar Q por medio de sectores circulares. Recuerda que

el area de un sector circular de radio p y amplitud ¢ (medida en radianes) es igual a 1 p%h.

Consideramos para ello una particiéon {a =389,81,92,...,9n-1,9n = B} de [a,B] y formamos la
n

1 1
suma Z > f (Bk)z(Bk —39k-1). Como el nimero > f(9k)%(9k — 9k_1) es el drea del sector circular,
k=1

representado en azul en la figura, de radio f(8¢) y amplitud igual a 9y — 9¢_1, es claro que la
n

. o . 1
suma anterior representa una aproximacion del drea de Q. Como Z > f(9K)2(9k —9x_1) esuna
k=1

1
suma de Riemann de la funcién 9 — > f(9)?, se sigue que el drea de Q viene dada por la integral

ff(B)ZdB

NI =

Con frecuencia, las ecuaciones en coordenadas polares se usan para representar distintos
tipos de curvas simétricas llamadas “rosa”. Por ejemplo, aqui tienes una rosa de 8 hojas o lazos,
cuya ecuacion en coordenadas polares es p = cog43), 0< 9 < 21
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Ejercicios

1. Calcula el area de la region del plano rodeada por un lazo de la lemniscata de ecuacion
polar p? = cog29), (—T/4< 9 < T/4).

2. Calcula el area limitada por el arco de la espiral de Arquimides p =ad, a> 0, comprendido
entred =0yd =T

1
3. Calcula el area encerrada por el lazo interior de la curva p = > + coso.

4. Hallar el drea encerrada por una de las hojas de la rosa p = 2c0g23).

5. Calcular el 4rea del 16bulo del folium de Descartes de ecuacién x% +y3 — 3axy= 0, a > 0.
Sugerencia. Expresa la ecuacion en coordenadas polares.

6. Calcula el 4rea de la regién comun a las dos elipses
2 2

X
y 1 X
b2 77 p?
Sugerencia. Representa graficamente las elipses. Usa la simetria polar para simplificar los
célculos y pasar a coordenadas polares.

y2

X
+¥:1

2+

8.4.3. Longitud de un arco de curva

Se trata de calcular la longitud de la curva plana y dada por las ecuaciones paramétricas

{X:X(t) (a<t<b)
y=y(t)

donde suponemos que x(t), y(t) tienen derivada primera continua. Para ello aproximamos la
curva por poligonales inscritas en ella. Cada particién {a=to,t1,t,...,th_1,tn = b} induce una
poligonal cuyos vértices son los puntos y(tx) = (X(t),¥(t)), (0< k< n).

La longitud de dicha poligonal viene dada por

n

Z \/ X(tic) = X(t-1))% + (Y(t) — Y(tc-1)) Z VX Y'(8)? (tc—te-1)

=1

Donde hemos usado el teorema del valor medio y la continuidad de las derivadas. Pero esta es
una suma de Riemann de la funciént — /X'(t)2+y’(t)2. Deducimos que la longitud de la curva

yviene dada por
b
= [ ey ©.13)
a
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Para el caso particular de que la curva sea la gréfica de una funcién y = f(x), esto es y(x) =
(%, f(x)), entonces su longitud viene dada por

f,/l—i—f X)2dx
a

Para el caso particular de que la curva venga dada por una parametrizacion polar de la forma
(8.12), su longitud viene dada por

B
j )24 £/(9)2d9
[0}

Si interpretamos que la curva y(t) = (x(t),y(t)) es la funcion de trayectoria seguida por un mo-
vil, entonces la velocidad de dicho mévil en cada instante t viene dada por el vector derivada
Y'(t) = (X'(t),y'(t)), y la rapidez es la norma euclidea de dicho vector, es decir /x'(t)2+Yy’(t)2.
La igualdad (8.13) tiene ahora una interpretacion clara: la distancia recorrida por un movil se
obtiene integrando la rapidez. Volveremos sobre esto mds adelante.

Ejercicios
1. Calcula la longitud del arco de catenaria y = coshx entre x=0y x = 1.

2. Calcula la longitud de un arco de la cicloide x(t) =t — sert, y(t) = 1—cog, (0 <t < 2m).

3. Calcular la longitud del arco de curva y = x? + 4, entre x= 0y x = 3.

2/3 2/3
4. Calcula la longitud de la astroide (g) + (g) / =1a>0.

Sugerencia. Obtener las ecuaciones parameétricas de la astroide y tener en cuenta la sime-
tria.

5. Calcula la longitud de la cardioide p = 3(1+ cos}), (0< 9 < 2m).

x4+ 48

6. Calcula lalongitud dela curvay = donde 2< x< 4.

7. Calcula la longitud de la curva y = log(1 —x?), donde 1/3< x< 2/3.

8.4.4. Volumenes de solidos

Al igual que podemos calcular areas de regiones planas integrando las longitudes de sus
secciones por rectas paralelas a una dada, podemos también calcular volimenes de regiones
en R® integrando las dreas de sus secciones por planos paralelos a uno dado. Este resultado es
un caso particular del teorema de Fubini que veremos al estudiar integrales multiples.

Célculo de voltimenes por secciones planas. El volumen de una region en aes igual a la integral
del drea de sus secciones por planos paralelos a uno dado.

Para justificar esta afirmacion, sea Q una region en R3 como la de la figura.
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Representemos por Q(X) la seccién de Q por el plano perpendicular al eje OX en el punto
(x,0,0). Sea V(x) el volumen de la parte de Q que queda a la izquierda de dicho plano y sea
A(Q(x)) el rea de la seccion Q(x). Observa que la situacién es totalmente anédloga a la conside-
rada en el Teorema Fundamental del Célculo: alli teniamos la funcién drea cuya derivada era
la longitud de la seccion. No debe sorprenderte por ello que ahora resulte que la derivada de la
funcién volumen, V(x), sea el drea de la seccion. En efecto, sea h > 0. Suponiendo, naturalmen-
te, que la funcién x — A(Q(X)) es continua, tenemos que

min{A(Q(t)) : x<t <X+ h}h<V(x+h) =V (x) <max{A(Q(t)) : x<t <x+h}h

de donde se deduce que &in&w = A(Q(x)). Hemos obtenido asi que V'(x) = A(Q(X)).
Deducimos que el volumen de Q viene dado por la integral

b
Vol(Q) = I)\(Q(X))dx (8.14)

a

El razonamiento anterior se ha hecho para secciones por planos verticales al eje OX, es decir
planos paralelos al plano Y Z pero el resultado obtenido también es valido para secciones por
planos paralelos a un plano dado.

Podemos llegar también a este resultado considerando sumas de Riemann. Para ello apro-
ximamos la regién Q por cilindros de la siguiente forma. Consideremos una particiéon

{a: X07X17X27' .. ,anlaxn = b}

de [a,b]. La parte de Q comprendida entre los planos perpendiculares al eje OX por los pun-

tos (x%-1,0,0) y (X, 0,0) puede aproximarse por un cilindro de altura xx — xx_1 y base Q(x) cu-

yo volumen es igual A(Q(Xk))(% — X_1). La suma de los volimenes de todos estos cilindros,
n

Z)\(Q(xk))(xk —Xk_1) €s por tanto una aproximacion del volumen de Q, pero dicha suma es
k=1

una suma de Riemann de la funcién x — A(Q(x)), por lo que el volumen de Q viene dado por
b

f A(Q(x)) dx.

a

Vamos a estudiar algunos casos en los que es facil calcular el drea de las secciones de Q.

Volumen de un cuerpo de revolucién

Los cuerpos de revolucion o sélidos de revolucion son regiones de R® que se obtienen giran-
do una regién plana alrededor de una recta llamada eje de giro.
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e Método de los discos

Sea f:[a,b] — R una funcién continua. Girando la regién del plano comprendida entre la
curva y = f(x), el eje de abscisas y las rectas x = ay x = b, alrededor del eje OX obtenemos un
sélido de revolucién Q. Es evidente que la seccién, Q(x), de Q por el plano perpendicular al eje
OXen el punto (x,0,0), es un disco contenido en dicho plano de centro (x,0,0) y radio | f(x)|. Por
tanto el drea de Q(x) es A(Q(x)) = 1tf (x)%; en consecuencia el volumen de Q es igual a

b
Vol(Q) = T[f f(x)% dx

a

El volumen del sélido de revolucién, Q, obtenido girando alrededor del eje OX una region de
tipo I definida por dos funciones continuas f,g: [a,b] — R tales que 0 < f(x) < g(x) para todo
X€ [a,b], viene dado por

b
Vol(Q) = nj(g(x)2 — f(x)?)dx

Una expresion similar se obtiene para el volumen de un s6lido de revolucién obtenido girando
alrededor del eje OY una region de tipo II.

Ejercicios

1. Calcula el volumen de la esfera obtenida girando la circunferencia x? +y? = R? alrededor
del eje OX.

2. Calcula el volumen del cono circular recto de altura hy radio de la base Robtenido girando
larectay=Rx/hentrex=0yx=h.

3. Calcula el volumen del sdlido engendrado al girar alrededor del eje OXla parte de la curva
y = serfx comprendida entre 0y Tt
4. Calcula el volumen del s6lido engendrado al girar alrededor del eje OX la grafica de la

funcién f: [0,+o0o[— R dada por f(x) = Lo

5. Calcula el volumen del s6lido engendrado al girar la region limitada por la pardbola y? = 4x
yla recta x = 4 alrededor de dicha recta.

6. Calcula el volumen del s6lido engendrado al girar la regién limitada por las pardbolas
y? = x,x? = y alrededor del eje OX.

xRy 7
7. Calcula el volumen del elipsoide 2 + 2 + z= 1
N
8. Calcula el volumen limitado por el paraboloide 9 + 6=-2Y elplanoz=7.

e Método de las capas o de los tubos

Consideremos una funcién positiva f:[a,b] — R y la regiéon G(f,a,b) limitada por la grafi-
ca de dicha funcion y las rectas verticales x = a, X = b. Girando dicha region alrededor del eje
OY obtenemos un soélido de revoluciéon, Q, cuyo volumen podemos aproximar considerando
rectangulos verticales inscritos en la gréfica de f y girdndolos alrededor del eje OY.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculo - Ing. de Telecomunicacién



Volimenes de sélidos 145

En la siguiente figura puedes ver rectangulos inscritos en la grafica de la pardbolay = 1 —x?
en el intervalo [0,1] y el cuerpo de revolucién que engendran al girarlos alrededor del eje OY.

[~

N

AN

1
1115 W
W

N
R

Naturalmente, la aproximacién va mejorando a medida que aumentamos el nimero de
puntos de divisién del intervalo.

Consideremos una particion {a = Xg, X1, X2, ..., Xn—1,X, = b} de [a,b]. Al girar alrededor del eje
OY unrectangulo vertical cuya base es el intervalo [xx_1, Xy y altura f(x), obtenemos una lamina
de un cilindro circular recto, esto es, un tubo cuya base tiene drea Ti(x2 —x2_, ) y altura f (), cuyo
volumen es, por tanto, igual a

TG — Xg_1) T (%) = TH0% — X 1) (X -+ Xie—1) F (%) = X F (%) (% — X 1) + X1 F (%) (X — X1

La suma de todos ellos es igual a

D 1of (60 0% — X 1) + 1 F (%) 0% — X1
k1 k=1

Pero estas dos sumas son sumas de Riemann de la funcién x — 1xf(x), deducimos que el volu-

men de Q viene dado por
b

Vol(Q) = 2rt [ xf(x) dx
a
Esto es lo que se conoce como método de las capas o de los tubos. Puedes adaptar facilmente
esta expresion para el caso de que el eje de giro sea larecta vertical x = c. En general, si notamos
por R(x) el “radio de giro” de la ldmina, entonces

b
Vol(Q) = 2t [ R (x) dx

a

Ejercicios

1. Calcula el volumen del toro engendrado al girar el circulo de centro (a,0) y radio R< a
alrededor del eje OY.

2. Calcular el volumen del s6lido Q engendrado al girar la regiéon limitada por las pardbolas
y = x%, x=y? alrededor del eje OY.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculo - Ing. de Telecomunicacién



Area de una superficie de revolucién 146

3. Calcular el volumen del toro engendrado al girar el circulo de centro 0 y radio 3 alrededor
delarectax==6.

4. Calcular el volumen del s6lido Q engendrado al girar la regién limitada por las pardbolas
y=x?, x =Yy alrededor la recta x = 4.

5. Unflan tiene forma de tronco de paraboloide de revolucidn, siendo r y 2r los radios de sus
bases y h su altura. Calcular su volumen volumen y el volumen de la porcién obtenida al
cortarlo verticalmente desde un punto del borde superior.

8.4.5. Areade una superficie de revolucién

Una superficie de revolucion se obtiene girando una curva dada alrededor de una recta. Sea
f:[a,b] — R una funcién con derivada primera continua. Girando la grafica de dicha funcién
alrededor del eje OX obtenemos una superficie de revolucion, I'. Fijate en la siguiente repre-
sentacion.

A i

n
b

s

P -] R S,

Sea S(x) el area de la parte de la superficie comprendida entre los planos X = a, y X = x. Re-
X
presentemos por L(x) lalongitud de la gréfica de f entre ay x. Recuerda que L(x) = J \/ 1+ f/(t)2dt.

a
Sea h > 0. Teniendo en cuenta que el area lateral de un cilindro circular recto es igual a la longi-
tud de la base por la altura, se deduce que

2rmin{f(t) : x<t <x+h} (L(x+h) —L(x)) < S(x+h) — S(x) < 2mmax{ f(t) : x <t <X+ h} (L(x+h) —L(x))
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Por tanto
2mmin{f(t) : x <t <x+hj L(X+hr)1_ < S(X+hr)1_ X < ommax{f(t) : x<t <x+h} _L(X+hr)1_ -

Y tomando limite para h — 0 se sigue que
S'(x) = 2rf (X)L’ (x) = 2mf (x) 1/ 1+ f/(x)2

Luego el drea de la superficie I' viene dada por
b
A(M) = 2nj f(x) y/1+ f/(x)2dx
a

Ejercicios

. Calcula el area de una superficie esférica de radio R.

. Calcula el drea de la superficie de revolucion engendrada al girar la curvay = x3, 0< X< 1,
alrededor del eje OX.

. Calcula el 4rea de la superficie de revolucién engendrada al girar la curva x?/3 +y?/3 = a/3,
a> 0, alrededor del eje OX.

2 \2
. Calcular el 4rea de la superficie de revolucién engendrada al girar la elipse % + Y o—1

b2
alrededor del eje OY.

. Calcular el area de la superficie de revolucién engendrada al girar la catenaria y = coshx,
0<x< 1, alrededor del eje OX.

. Al girar alrededor del eje OX el segmento de pardbolay = /X, 0< x< @, engendra un tronco
de paraboloide de revolucién cuya superficie tiene drea igual a la de una esfera de radio
\/13/12 Se pide calcular el valor de a.

. Seperfora una esfera de radio r con un agujero cilindrico (ver figura) de modo que el anillo
esférico resultante tiene altura h. Calcula el volumen del anillo y el drea de la superficie
total del anillo.

-h/2 h/2

. Comprueba que el 4rea de la superficie de revolucién (llamada horno de Gabriel) engen-
drada al girar la curvay = 1/x, 1 < x< +o0, alrededor del eje OX es infinita (por tanto seria
necesaria una cantidad infinita de pintura si quisiéramos pintarla) pero el volumen del
sélido de revolucién engendrado es finito(por tanto podemos llenarlo con una cantidad
finita de pintura). Comenta a tu gusto esta aparente paradoja.
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9. Calcula el drea de un espejo parabdlico de 3 metros de didmetro y 1 metro de fondo.

10. Calcula el volumen de una esfera de radio 3 en la que, siguiendo un didmetro, se ha per-
forado un agujero cilindrico de radio r < 3. Calcula el area de la superficie total del solido
obtenido. Calcula los valores de r para los que dicha drea alcanza sus valores extremos.
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Leccion 9

Series

Introduccion

Las series son una de las herramientas mas tutiles del Anélisis Matemaético. Las series de Fou-
rier permiten representar sefiales complejas como superposicion de sefiales sinusoidales, las
series de Taylor permiten representar funciones analiticas como limites de funciones polinémi-
cas, la transformada z es una serie de Laurent. Al igual que la integral, las series son una pode-
rosa herramienta para definir funciones; muchas funciones se definen por medio de series.

En esta lecciéon vamos a estudiar los conceptos y resultados bésicos de la teoria de series.
Lo tnico que necesitas para entender lo que sigue es comprender bien el concepto de suce-
sién convergente al que ya hemos dedicado suficiente atencion en la leccién correspondiente.
Puede ser conveniente que vuelvas a repasarlo antes de seguir.

9.1. Conceptos basicos

En lo que sigue vamos a considerar sucesiones numéricas que pueden ser de niimeros reales
o complejos. Naturalmente, todo resultado que se enuncie para niimeros complejos también
serd vdlido, en particular, para nimeros reales. En una primera lectura puedes suponer, si te es
mas comodo, que se trata de sucesiones de nimeros reales.

9.1 Definicién. Dada una sucesién (de nimeros reales o complejos), {z,}, podemos formar a
partir de ella otra sucesion, {S;}, cuyos términos se obtienen sumando consecutivamente los
términos de {z,}, es decir:

S =2,9=20+2,S3=0+2+2,.... S=n0+2+ +Zn, ...

La sucesién {S,} asi obtenida se llama serie de término general z, y es costumbre representarla

por Zzn o, mas sencillamente, > z,. El nimero S, se llama suma parcial de orden n de la serie
n>1

>z

149
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Debe quedar claro desde ahora que una serie es una sucesion cuyos términos se obtienen
sumando consecutivamente los términos de otra sucesion.

Ni que decir tiene que, siendo las series sucesiones, los conceptos y resultados vistos para
sucesiones conservan su misma significacion cuando se aplican a series. En particular, es inne-
cesario volver a definir qué se entiende cuando se dice que una serie es “convergente”. Si una

[ee]

serie Z zn es convergente se usa el simbolo Z zp pararepresentar el limite de la serie que suele

n>1 n=1
(o)

llamarse suma de la serie. Naturalmente Z z es el nimero definido por
n=1

> z=lim{S} = lim> 7
n=1 k=1

n n-1
Observa que si la serie )z, converge entonces la sucesion z, = sz - sz es diferencia de
j=1 j=1

dos sucesiones que convergen al mismo limite y por tanto converge a cero.

9.2 Proposicién (Condicién necesaria para la convergencia de una serie). Para que la serie
>z, sea convergente es necesario quelim{z,} = 0.

9.3 Ejemplo (Serie geométrica). Dado zcC, la sucesion {1+z+2z2+ --- 42"} se llama serie geo-
métrica de razén z Observa que dicha serie se obtiene sumando consecutivamente los térmi-
nos de la sucesion {1, 222,8,...,2", .. } Es costumbre representar la serie geométrica de razon

z con el simbolo Z Z". Dicha serie converge si, y s6lo si, |z] < 1, en cuyo caso se verifica que
n>0

Todas las afirmaciones hechas se deducen de que si z# 1, se tiene:

Zn+1
1-z

n
1
S =14z4 4t = 9.1)
1-z
k=0
o+l
si |z < 1 entonces l!’|m 13- Oy obtenemos que

n

0 1

n < k
Ez—hm z—1 z (7 <1)
n=0

n—oo

k=0

Si |7 > 1 entonces la sucesién {z"} no converge a 0, por lo que, en virtud de la proposicion

anterior, deducimos que la serie E Z" no converge. ¢
n=0

9.4 Ejemplo (Serie armoénica). Se llama asi la serie de término general 1/n; es decir, la serie
{1+1/2+---41/n}. Se verifica que la serie armoénica diverge positivamente

1
ZF = lim {1+1/2+ -+ 1/n} = o0
n=1
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En efecto, para todo neN tenemos que

n
Iogn_f

y por tanto

[any

n7
1
—dx <
X

2 -1

I
[aN

X I =
M
-7

E

n—-1

1 1 1 1

“dx = ZT<1+ R e B
=1

Il
i

M
——7
—l

; ; 1
r',m{1+1/2+"'+1/n}>Amlog”—+°°:>;ﬁ = +oo

Este resultado es también consecuencia directa de que, segtin vimos al estudiar las sucesiones,
sabemos que
i 1+1/2+1/3+---+1/n

=1
n—o logn

(-

9.5 Ejemplo (Serie armoénica alternada). Se llama asi la serie de término general T; es
. . (_ 1) n-1
decir, la serie Z
n>1
esigual alog2

. Se verifica que la serie armonica alternada es convergente y su suma

>t

n=1

=log2

En efecto, sustituyendo z por —x en laigualdad (9.1), obtenemos la siguiente igualdad valida
paratodoneNytodox# —1:

i:1—x+x2—x3+~~~+(—1)”x”+(—1)”+1&+1 (9.2)
1+4+x 1+x '
Integrando esta igualdad entre Oy 1 tenemos que:
1 1 1 1 n+1 n (_1)k71 il 1 Xn+1
log2=1-3+7— 7+ -+ (1) n+1 Of :1 (D oflede
De donde .
n
(_1)k71 Xn+1 ni1 1
IogZ—Z = dx < | xMt = ——
— k 5 1+X Of n+2
Y deducimos que
, S
lim =0=log2=>y ~——
"~ n—1
¢

El siguiente ejemplo te ayudara a entender el concepto de serie convergente. Vamos a ver
que modificando el orden de los términos en una serie convergente podemos obtener otra serie
convergente con distinta suma.
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Reordenando términos en la serie armoénica alternada podemos obtener otra serie con dis-
tinta suma.

Como hemos vista, la serie armonica alternada es la sucesién que se obtiene sumando con-
secutivamente los términos de la sucesién

-1t 11 11 11 11 11 1
( ) = 17__7_7__7_7__7_a__7_a__a_7__7 ------ (93)
n 2’3 4’5 6’7 89 1011 12
Vamos a cambiar el orden de los términos en esta sucesién poniendo uno positivo seguido de
dos negativos manteniendo sus posiciones relativas. Obtenemos asi la sucesién

111 1 11 1 11 1 1
{L } 9.4)

2 43 6 85 10 1227 14 16777

Cuya serie asociada, obtenida sumando consecutivamente sus términos, es la sucesion {S,}
dada por:

S =1
1
2 = 13
1 1
= 1————
S 2 4
1 1 1
S = 1957313
1 1 1 1
= 1———— _— —
= 2 47376
11 1 1 1
S = 173727376 38
...... S v L1111 1 1
= 11— -4 _Z_Z4-_—_ —
= 2747376 875 10 12
& /1 11
T L\ 2j-1 4j-2 4
j=1
Tenemos que
6 _ . 1 1,111.1.1 1. 1 1 1
no 2 4 3 6 8 5 10 12 2n—1 4n—-2 4n
C (g by l1ny 111y o1 /1 1)1
N 2 4 3 6 8 5 10 12 2n—1 4n-2 4n
1 1+1 1+1 1+ N 1 1
2 46 8 10 12 2(2n—1) 4n
1 1 1+1 1+1 1+ N 1 1
2 2 3 4 5 6 2n—1 2n
1%(—1)"*1
21_:1 j
Deducimos que
1., &K(-1it 1
Am%”_irlle j _§|092
j=1
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Es claro que lim{Sgn — Sgn—1} = lim {Sgn — Sgn—_2} = 0 de donde se sigue que

im{S} = % log2

Es decir, hemos probado que la serie obtenida reordenando los términos de la serie arménica
alternada por el criterio de sumar uno positivo seguido de dos negativos, es convergente y su

1
suma es > log2

La suma de una serie convergente no es una suma

El ejemplo anterior pone claramente de manifiesto que la suma de una serie convergen-
te no es una suma en el sentido usual de la palabra, es decir, no es una suma algebraica de
numeros. Observa que los conjuntos de ntimeros (9.3) y (9.4) son los mismos pero las series

correspondientes tienen distinta suma; la primera tiene suma log2y la segunda > log2. Si la

suma de una serie consistiera en sumar los infinitos términos de una sucesién, entonces el or-
den en que los sumdramos seria indiferente porque la suma de ntimeros tiene la propiedad
conmutativa. Debes tener claro, por tanto, que cuando calculas la suma de una serie no estés
haciendo una suma infinita sino que estds calculando un limite de una sucesién cuyos términos
se obtienen sumando consecutivamente los términos de otra sucesiéon dada. Insisto: calcular
la suma de una serie no es una operacion algebraica, no consiste en sumar infinitos términos,
es un proceso analitico que supone un limite.

La particularidad del estudio de las series

Ahora viene la pregunta del millon: si las series no son nada mds que sucesiones, ;por qué
dedicarles una atencién especial? La respuesta a esta pregunta es que en el estudio de las se-
ries hay una hipdtesis implicita que los libros silencian. A saber: se supone que las series son
sucesiones demasiado dificiles de estudiar directamente.

La caracteristica que distingue el estudio de las series es la siguiente: se trata de deducir
propiedades de la serie {S,} = {z1+ 2z + - - - + z4}, a partir del comportamiento de {z,}. Es decir,
los resultados de la teoria de series dan informacién sobre la sucesién {S,} haciendo hipétesis
sobre la sucesion {z,}. ;Por qué esto es asi?, ;no seria mds logico, puesto que lo que queremos
es estudiar la serie {S,}, hacer hip6tesis directamente sobre ella? La razén de esta forma de
proceder es que, por lo general, no se conoce una expresion de S, =z + 2+ - - +z, que permita
hacer su estudio de forma directa; es decir, la suma z; + 2+ - - - + z, no es posible “realizarla” en
la practica. Por ello, en el estudio de las series se supone implicitamente que la sucesién {z,}
es el dato que podemos utilizar. Naturalmente, esto hace que el estudio de las series se preste
a muchas confusiones porque, aunque su objetivo es obtener propiedades de la serie {S,}, las
hip6tesis hacen siempre referencia a la sucesion {z,}.

Silo piensas un poco, esta forma de proceder no es del todo nueva. Ya estds acostumbrado a
usar la derivada de una funcién para estudiar propiedades de la funcién; pues bien, la situacién
aqui es parecida: para estudiar laserie {zy + 2> + - - - + z3} (Iafuncion) estudiamos la sucesién {z,}
(la derivada). Un buen ejemplo de esto que digo son los criterios de convergencia que veremos
seguidamente.
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Otra dificultad adicional en el estudio de las series es la notacién tan desafortunada que se

emplea. En la mayoria de los textos se representa con el mismo simbolo, Z Zy, la serie (que es
n=1
una sucesion) y su suma (que es un limite que no siempre existe). Esto es un disparate: se esta

confundiendo una sucesién con un nimero. ;Es lo mismo la sucesién {1/n} que el nimero
0 que es su limite? En ninguna parte verds escrita la igualdad disparatada {1/n} = 0 ;Por qué
[ee]

. p 1 1 ..
entonces, al tratar con series, se confunde el niimero E on = 1 con E > que es la sucesion
n=1

= k>1
n
k:l2

Quizds esto se debe a que, parece increible pero es cierto, no hay acuerdo general para re-
presentar de forma apropiada la serie de término general z,. La notacién que estamos usando

aqui, Z z,, tiene la ventaja de que es clara y evita las confusiones que estoy comentando pero
n>1
no la verds en los libros. Advertido quedas.

Todavia queda una ultima sorpresa. Estamos de acuerdo en que las series son sucesiones.
:Muy especiales? En absoluto. Toda sucesion podemos verla, si asi nos interesa, como una serie.
Pues toda sucesion {z,} es la serie definida por la sucesién de sus diferencias, esto es, por la
sucesion {wy} dada por

W1 =2 ,Wo=2—-21, W3 =2Z3—22,... ,Wn+1=Znt1—Zpn,- .-
n
Es claro que z, = ij. Por tanto, toda sucesiéon podemos considerarla como una serie.
j=1

Creo que con lo dicho ya puedes hacerte una idea correcta de lo que son las series. Insisto en
esto porque en los libros encontrards disparates para todos los gustos. Algunos textos definen
una serie como... jun par de sucesiones!, otros dicen que una serie es... juna suma infinita! En
fin.

9.2. Criterios de convergencia para series de términos positi-
VOs

Una serie ) ap tal que a, > 0 para todo n€N, se dice que es una serie de términos positivos.
Observa que una serie de términos positivos es una sucesion creciente por lo que o bien es
convergente (cuando estd mayorada) o es positivamente divergente. Observa el parecido con
los criterios de convergencia para integrales de funciones positivas.

9.6 Proposicion (Criterio basico de comparacién). Sean Zan ¥ an dos series de términos

n>1 n>1
positivos. Supongamos que hay un niimero KeN tal que a, < by para todo n > k. Entonces se

verifica que si la serie an es convergente, también Zan es convergente.
n>1 n>1

Demostracién. Pongamos A, = ai +ax+ - +an, By = b1 + by + --- + bn. Las hipotesis hechas
implican que para todo n > k es A, < By + Ac. Deducimos que si {B} estd mayorada también lo
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estd {An}. ]

9.7 Proposicién (Criterio limite de comparaciéon). Sean Zan y an dos series de términos

n>1 n>1
positivos, y supongamos que

|'|ml;ﬁ =LeR{U{+oo}.
n

a) SiL=+oc0 yan es divergente también Zan es divergente.

n>1 n>1

b) SiL=0y an es convergente también Zan es convergente.

n>1 n>1

¢) SiLeRT las series Zan ¥ an son ambas convergentes o ambas divergentes.
n>1 n>1

Demostracién. Supongamos que LR, Sea 0 < a < L < B. Todos los términos de la sucesion
{an/bn}, a partir de uno en adelante, estén en el intervalo | a, 3], es decir, existe keN tal que para
todon>kes a < a,/by < B, y, por tanto, o by < a, < Bby. Concluimos, por el criterio de compa-
racion, que la convergencia de una de las series implica la convergencia de la otra. Queda, asi,
probado el punto c) del enunciado. Los puntos a) y b) se prueban de manera parecida. m]

9.8 Proposicién (Criterio integral). Sea f: [1,+o00[— R una funcién positiva y decreciente. En-
tonces se verifica que

n+1 n+1 n
Sof< [ fodx< Y fK)
k=2 1 k=1
+o00
En consecuencia, la serie Z f(n) y la integral j f(x)dx ambas convergen o ambas divergen.
n>1 1

Demostracion. Por ser f decreciente se tiene que f(k+ 1) < f(x) < f(k) para todo x€ [k, k+ 1].

Integrando, deducimos que
k+1

fk+1)< [ fodx< (k)
k
Sumando estas desigualdades desde k= 1 hasta k= n, obtenemos la desigualdad del enunciado.
o

Unas series de términos positivos muy ttiles para comparar con otras series son las siguien-
tes.

. oz . . . . 1 .
9.9 Proposicion (Series de Riemann). Dado un niimero real a, la serie Z — se llama serie de

n>1
Riemann de exponente a. Dicha serie es convergente si, y solo si, a > 1.

Demostracién. Para que se cumpla la condicién necesaria de convergencia es preciso que sea
a > 0. Supuesto que esto es asi, podemos aplicar el criterio integral a la funcién f(x) =1/x%y
tener en cuenta los resultados vistos en el ejemplo (8.14). O

Sien el criterio de comparacion por paso al limite hacemos b, = 1/n%, obtenemos el siguien-
te criterio de convergencia.
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9.10 Proposicion (Criterio de Prinsheim). Sea Zan una serie de términos positivos, 0 un ni-
n>1
mero real y supongamos que {n®ap} — LeRE U{+oo}. Entonces:

i) SiL=+4ocoyaxl, Zan es divergente.

n>1

i) SiL=0ya>1, Zan es convergente.

n>1

iii) SiLeRT, Zan converge si o > 1y diverge si a < 1.

n>1

Vamos a estudiar a continuacioén dos criterios de convergencia que se aplican a series que
pueden compararse con una serie geométrica. Puesto que la serie geométrica de término gene-

. antl .
ral ap = X", donde x > 0, converge si i =X < 1, esto nos lleva, en el caso general de una serie

términos positivos Zan, a considerar el comportamiento de la sucesion {an1/an}-
n>1

9.11 Proposicion (Criterio del cociente o de D’Alembert (1768)). Supongamos que a, > 0 para
todoneN y que

lim &ML — L eR U {400}

a) SiL <1 laserie Zan es convergente;

n>1

b) SiL>1 osiL=+oo, entonces Zan es divergente.

n>1

Demostracién. a) Sea A un ntimero tal que L < A < 1. La definicién de limite implica que existe
No €N tal que para todo n > ng se verifica que
8n y\n

dn adn-1 an0+1 n—n
— ... an, < A Oan0 = _—2A
an-18n-2 an, Aho

y como, por ser 0 < A < 1, la serie Z)\” es convergente, deducimos en virtud del criterio de
n>1
comparacion, que Zan es convergente.
n>1

b) SiL > 1entonces, tomando A tal que 1 < A < L yrazonando como antes, obtenemos que
paratodonznges ap > i“Tg A"y, como, A > 1, se sigue que la sucesion {an} diverge positivamente
y, con mayor razon, la serie Zan diverge positivamente. O

n>1
Anélogamente, puesto que la serie geométrica de término general a, = X", donde x > 0, con-

verge si v/an, = X< 1, esto nos lleva, en el caso general de una serie de términos positivos Zan,

n>1
a considerar el comportamiento de la sucesion { {/an}.

9.12 Proposicién (Criterio de la raiz o de Cauchy (1821)). Supongamos que para todoneN es
an >0, yque
lim V/an = LeR{ U{+o0}.
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a) SiL <1 laserie Zan es convergente;
n>1

b) SiL>1osilL = +oo, entonces Zan es divergente.

n>1

Demostracién. a) Sea A un ntimero tal que L < A < 1. La definiciéon de limite implica que existe
no €N tal que para todo n>ny es v/an <A, es decir, a, < A". Puesto que 0 < A < 1, la serie Z)\”
n>1
es convergente y, en virtud del criterio de comparacion, se sigue que Zan es convergente.
n>1

b) SiL > 1 entonces, tomando A tal que 1 < A < L yrazonando como antes, obtenemos que
paratodon>nges ap > A"y, como, A > 1, se sigue que la sucesion {an} diverge positivamente y,
con mayor razon, la serie Zan diverge positivamente. O

n>1

Cuando lim % =1, también es lim y/a, = 1. En esta situacion los criterios del cociente y

de la raiz no proporcionan informacion suficiente sobre el comportamiento de la serie E an.
n>1

. . . . . antl .
Por ejemplo, para las series de Riemann, a, = 1/n%, se tiene que lim 2= = 1 cualquiera sea a.

Observa que estos criterios solamente pueden proporcionar informacién sobre la convergencia
de series que pueden compararse con una serie geométrica. El siguiente criterio suele aplicarse
cuando fallan los anteriores.

9.13 Proposicion (Criterio de Raabe (1832)). Supongamos que a, > 0 para todoneN, y ponga-

ant1
mos R, =n 1——).
b5

i) Si{Ra} —L,dondeL>10L=+oc0, laserie Zan es convergente.
n>1
ii) Si{Ry} — L, donde L <1 0oL =—o0, 0 bien si existe algtin KeN tal que R, < 1 para todo

n > k, entonces la serie Zan es divergente.
n>1

Demostracioén. i) Las hip6tesis hechas implican que existen o > 1y n, €N tales que para todo

n>noes Ry>a.Sead=a—1>0. Tenemos que
Rn—lz(n—l)—n%>6 (n>no)

por lo que

an < }((n— Dan—Nans1) (N>no).

e}
Como a, > 0, deducimos que nan1 < (n— 1)a, para todo n > no. Asila sucesiéon {na,;1} es de-
creciente para n > np y, como es de nimeros positivos, deducimos que es convergente. Sea
y=Ilim{nan+1} =inf{nan;1:n>ny}. Tenemos que

((No—1)an, —Y)

ol =

n
1
> _an < 5((o—1)an, —nan:1) <
j=ho
y, por el criterio general de convergencia para series de términos positivos, deducimos que
Zan es convergente (lo que, dicho sea de paso, implica que y= 0).

n>1
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ii) Si Ry < 1 para todo n >k, entonces (n— 1)a, — nan;+1 < 0 y resulta que la sucesién {nan1} es
creciente para n > k, luego nan;1 > ka1, es decir, para todo n >k, es any1 > kak+lﬁ y, por el

criterio de comparacién, deducimos que Zan es divergente. m]
n>1
Los criterios de convergencia que acabamos de estudiar hacen siempre hipdtesis sobre la

sucesion {a,} para obtener informacién sobre el comportamiento de la serie Zan. Ya dijimos
n>1
antes que esto es tipico del estudio de las series. Pero no lo olvides: no estamos estudiando la

sucesion {ap} sino la sucesiéon Za” ={agt+ax+---+an}

n>1

Parece que estos criterios son muy restrictivos pues solamente pueden aplicarse a series
de términos positivos, pero no es asi porque estos criterios pueden aplicarse para estudiar la
convergencia absoluta de una serie. Precisemos este concepto.

9.14 Definicién. Se dice que una serie (de nimeros reales o complejos) >z, es absolutamente
convergente si la serie de términos positivos

> Izl ={la]+ [zl + -+ |z}

n>1

es convergente.

El siguiente resultado, que no demostraremos, es muy importante en el estudio de las series.

9.15 Teorema. Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Merece la pena explicar esto con detalle. Que la serie Zzn converge absolutamente quiere
n>1
decir que es convergente la sucesion

> Izl ={la] + [zl + -+ |z}

n>1

Y el teorema anterior afirma que esto implica la convergencia de la sucesién

ZZn:{Zl+22+"'+Zn}

n>1
iSon sucesiones muy diferentes!

Naturalmente, si una serie {z1 +2z + - - - + z,} converge, también converge la sucesion que se
obtiene tomando valores absolutos {|z+ 2+ - 4z} pero esta sucesion no es igual a {|z1| +
|z2| + -+ -+ |zn|}. Por eso puede ocurrir que una serie sea convergente pero no sea absolutamente
convergente. La serie armoénica alternada es un ejemplo de serie convergente que no es absolu-
tamente convergente.

Criterios de convergencia no absoluta

Cuando una serie no es absolutamente convergente se utilizan los siguientes criterios para
estudiar su convergencia.
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9.16 Teorema. Sea {a,} una sucesién de niimeros reales y {z,} una sucesién de niimeros reales o
complejos.

Criterio de Dirichlet. Si{an} es monétonay converge aceroy laserie_ z, tiene sumas parciales
acotadas, entonces y_ anzn converge.

Criterio de Abel. Si{a,} es monétonay acotaday la serie_ z, converge, entonces_ anzn es con-
vergente.

Podemos particularizar el criterio de Dirichlet para series alternas, es decir, series del tipo
Z(—l)”*lan donde a, > 0 para todo neN.

n>1

9.17 Proposicién (Criterio de Leibnitz). Sila sucesion {an} es monétona y convergente a cero,

entonces la serie Z(—l)“*lan es convergente.
n>1

Estrategia para estudiar la convergencia de una serie

Para estudiar la convergencia de una serie >z, numérica lo primero que debes hacer es
estudiar la convergencia absoluta, es decir la convergencia de la serie de términos positivos
> |za|, para lo que se aplican los criterios de convergencia para series de términos positivos.
Si la serie Y |zy| converge hemos acabado. Cuando la serie 3 |z,| no converge se aplican los
criterios de Dirichlet o de Abel para estudiar directamente la convergencia de la serie 3 z,.

9.2.1. Ejercicios

1. Estudia la convergencia de las siguientes series.

(n+1) +1)" 1-1/n
Soo( (i) X St

n>1 n>1 n>1
(n+1)" 1 /nyn 1
D Fm P (E) > 5~ loa(@+1/m)
n>1 n>1 n>1
logn

logn n
> d9" (a>0) Zi(logn)" (e (1+1/n?) )
n>1 n>2 n>1

1\" n?

e ped) (@)
n>1 n>1 a n> n?+n+1

S 1] o/ n n a Iogn
> azi=t (@>0) Y n®(Y/n+1/n—Vn), (aeR) 1- , (0 eR)
n>1 n>1 n>
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2. Estudia la convergencia de las siguientes series.

>t -1,

n>1

> (m— {‘/ﬁ) al°9" (a>0);

n>1

> (V1= miog(2)

n>1

2-4.6---(2n) \*
S (srmry) « @B

Z%(e—(lJrl/n)”); Z(n”u—l), (aeR)
n>1 n>1
1 1
%;na (1+§+"'+ﬁ)’ (aER); ;n exp(— BZ , (a,BER)
3. Estudia la convergencia de las series.
3”n|
a) Z <5811 (5+ 3n)
(n+2)\"?2
b) ;( n+5))
0 > (2-V2)(2-V2)--(2-V2)
n>1
n!
d) z/;a(a+1)(a+2)---(a+n)na’ (2>0,a€R)
e) > log(1+1/n)a°®, (a>0)
n>1
H D (Vn+i- v (log(1+1/m)P, (a,BER)

n>1

(1+0)B+a)(5+a)---(2n—1+a)
N e e

n>1

4. Estudia la convergencia de las series:
1
DD A
- (141)

cosn+isem
iii) ZT
n>1

2+ 1
V) §(1+2i)”ﬁ

> (cos +i sen—)

n>1

vii)

P
> , (0,B,peR™)

.. cosn-+isem
iy
n>1

cos” +isent
>

vi) Z\/—<1+;\/§

n>1

(3+4i)"
vii) Z2|(4+3|) "7

n>1

5. Seap€eR con |p| < 1y 9 eR. Calcula los limites Zp” cognd)y Zp”ser(n{‘)).

n=0

n=0
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6. Estudia la convergencia absoluta y la convergencia no absoluta de las series:

r1log(n+2) 1
Z(—l) HW Z(—l) ne T~ (a€eR)

n>1 2 ( )n n>1 \/_
+ (-1 n
_1n+17 _1n+17
2V D U G

_a\n+l .3.5...(2n— a
Soofse () Sapa(H350 0 en

n>1 n>1

9.3. Series de potencias

9.18 Definicién. Dadas una sucesion de ntimeros complejos {Cn}nen, ¥ un ntimero acC, se
llama serie de potencias centrada en a ala sucesién

{cot+cr(z—a)+co(z—a)®+ca(z—a)d+- - +ca(z— )"}

en la cual z representa un nimero complejo arbitrario. Dicha serie se representa simbdlica-

mente por ch(z— a)". La sucesion {cp} recibe el nombre de sucesion de coeficientes de la
n>0
serie.

DadosacCyr > 0, definimos D(a,r) = {zeC: |z—a < r}. El conjunto D(a,r) se llama disco
abierto de centro ayradior.

El primer problema que plantea una serie de potencias, ch(z— a)", es estudiar para qué

n=0
valores de zdicha serie es convergente. El siguiente resultado es clave a este respecto.

9.19 Lema (Lemade Abel). Seap > 0 un ntimero positivo tal que la sucesion {c,\p"} estd acotada.

Entonces para todo ze D(a, p) se verifica que la serie Z cn(z—a)" converge absolutamente.
n>0

Demostracién. Sea ze D(a,p). Pongamos r = |z—a| < p. Puesto que {c,p"} estd acotada existe
una constante M > 0 tal que |cyp"| < M para todo niimero natural n. Tenemos que

a" o lz—a" (|z—a|>n <r)“
— | =|¢ — M| —) =M| -
Pl 55 p P

(z—
pn
Pongamos {an} = {M(r/p)"}. Como la serie Zan converge por ser una serie geométrica de
n>0
razénr/p menor que 1, el criterio de comparacion nos dice que la serie Z |cn(z—a)"| converge,
n>0
es decir, la serie Z cn(z—a)" es absolutamente convergente. m]
n>0

[Ca(z—2)"| = |cnp"

El lema anterior conduce de manera natural a considerar el mds grande p > 0O tal que la
sucesion {app"} estd acotada. Introducimos para ello el conjunto

A= {p>0:{cyp"} estd acotada}

y definimos R= supA) eR§ U {+oc}. Pueden presentarse los casos:
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= R= 0. Entonces A = {0}, luego si z# ala sucesion {c,(z—a)"} no estd acotada y, en par-

ticular, no converge a cero. Por tanto la serie de potencias E cn(z—a)" no converge. En
n>0
este caso se dice que la serie de potencias es trivial pues solamente converge para z= a.

= 0 < R< +o0. En este caso la serie ch(z— a)" es absolutamente convergente para todo
n>0
zeD(a,R). Para |z— a| > Rse tiene que la sucesion {c,(z—a)"} no estd acotada y, por tanto,

la serie no converge.

Nada puede afirmarse en general del comportamiento de la serie en la frontera del disco
D(a,R).

= Si R= +oo la serie converge absolutamente para todo zeC.

Al nimero R se le llama radio de convergencia de la serie. N6tese que R s6lo depende de la
sucesion {c,} de coeficientes de la serie y no del centro de la serie. Dada una serie de potencias
no trivial, } " cn(z—a)", llamaremos dominio de convergencia de la serie al conjunto D(a,R) don-
de Res el radio de convergencia de la serie (naturalmente, si R= +oo entonces D(a,+oco) = C).

El siguiente resultado, consecuencia directa de aplicar los criterios del cociente o de la raiz

ala serie E |cn(z—a)"|, permite en muchos casos calcular el radio de convergencia.
n>0

9.20 Proposicion. Supongamos que se cumple alguna de las igualdades siguientes:

, C
| ||2+|l| —LeR{ U{+o0}
n

o lim{{/]ca|} =L € Ry U{+00}

Entonces R=1/L con los convenios:R=0siL = +0o yR= +oo siL =0.

El siguiente resultado es muy til para calcular la suma de una serie de potencias en puntos
de la frontera de su disco de convergencia.

9.21 Teorema (Continuidad radial). Sea ) cnz" una serie de potencias con radio de convergen-
cia0 < R< +o0. Sea f : D(0O,R) — C la funcion suma de la serie y supongamos que la serie es
convergente en un punto zg de la frontera del disco D(0,R). Entonces se verifica que

lim f(rzo) = nz:;cnzg

O<r<1

Enlo que sigue vamos a estudiar la derivabilidad de funciones definidas por series de poten-
cias, por ello supondremos que se trata de series de potencias reales, es decir, los coeficientes
dela serie son numeros reales yla variable, que representaremos por la letra X, solamente puede
tomar valores reales.

Consideremos, pues, una serie de potencias reales ch(x— a)" con radio de convergen-
n>0
cia R > 0. El dominio de convergencia de esta serie es el intervalo Q = {xeR:|x—a| <R} =

Ja— R a+R], con el convenio de que dicho intervalo es todo R cuando el radio de convergen-
cia es R= +o00. Como consecuencia del estudio realizado, sabemos que la serie es convergente
absolutamente para todo x€jla— R a+ Ry, por tanto, es convergente para todo x€jla— R,a+
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R[. Podemos definir la funcién suma de la serie, f:]a— R a+ R[— R que viene dada para cada
x€la— R a+ R[por
f(x)=> calx—a)"
n=0
Observa que f(x) viene dada como un limite de una sucesion de funciones polinémicas. Cabe
esperar que las propiedades de las funciones polinémicas se “hereden” de alguna forma por f.

9.22 Teorema (Teorema de derivacion de una serie de potencias). SeaacR, Z ch(x—a)" una
n>=0
serie de potencias no trivial y Q su dominio de convergencia. Sea f : Q — R la funcién suma de la

serie

f(x):icn(x—a)” xeQ
n=0

Entonces f es indefinidamente derivable en Q y, para cadak € N su derivada k-ésima se obtiene
derivando Kk veces la serie término a término, esto es:

[ee]

f(k>(X):Zn(n_1)...(n_k+1)cn(x_a)nfk XeQ
n=k

En particular £ ¥ (a) = Kl ¢¢ 0, lo que es lo mismo

f M (a)
k!

para todo ke NU {0}

9.23 Definicién. Sea f una funcion indefinidamente derivable en un intervalo Q C RyseaacQ.
La serie de potencias

n>0

se llama serie de Taylor de f en el punto a.

Acabamos de ver en el teorema de derivacion que si E cn(x—a)" es una serie de potencias
n>0

(k)
f kl(a) paratodok=0,1,2,....

Esto nos dice que la serie de partida es la serie de Taylor en el punto a de su funcién suma.

no trivial, y f es su funcién suma, entonces se verifica que cx =

9.24 Corolario. Las tinicas series de potencias no triviales son series de Taylor (de su funcién
suma).

Convergencia de las series de Taylor

Las siguientes preguntas surgen de manera inmediata: ;Son no triviales las series de Taylor
de una funcién indefinidamente derivable? ;La funcién suma de una serie de Taylor de una
funcién indefinidamente derivable coincide con dicha funcién? La respuesta a ambas pregun-
tas es que no. Si partimos de una funcion real indefinidamente derivable y formamos su serie
de Taylor en un punto, no hay garantia de que dicha serie tenga radio de convergencia no nulo
o de que, en caso de que sea convergente en un intervalo, su suma sea igual a la funcién de
partida.
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La herramienta bdsica que permite estudiar la convergencia de una serie de Taylor es el

teorema de Taylor. Supongamos que f:| — R es una funcion indefinidamente derivable en un

£ ()
intervalo abierto | y sea ac|. La serie de Taylor de f en a viene dada por Z n'(a) (x—a)",

n>0
n n
f K fK
es decir, se trata de la sucesion Z @ (x—a)* %, pero Tn(f,a)(x) = Z @ (x—a)<es el
~ K — K
polinomio de Taylor de orden nde f en a. Es decir, la serie de Taylor de f enaes la sucesion de los
polinomios de Taylor de f en a. El teorema de Taylor afirma que dado xel y neN hay un punto

¢ (que dependerd de xy de n) comprendido entre xy a de manera que se verifica la igualdad

f(n+1) (C)

oy o e

f(x) = Tn(f,8)(x) =
En esta igualdad el lado de la derecha parece mucho mds manejable que el de la izquierda. Si

somos capaces de probar que

lim M(x—a)””: 0 (9.6)

n—e (N4 1)! ’
habremos probado que rILr‘rolo(f(x) —Ta(f,a)(x)) =0, estoes f(x) = AETJOTn(f,a) (x), es decir, habre-
mos probado que para ese valor de x la serie de Taylor de f en a converge a f(x). La dificultad
estd en que en el limite (9.6) el punto ¢ no esta fijo: depende de n (ademads de X, pero el punto
x esté fijo en este razonamiento). El que se verifique la igualdad en (9.6) dependeré del com-
portamiento de las derivadas sucesivas de f. El caso mds sencillo de todos es cuando dichas
derivadas estdn acotadas en el intervalo |, es decir, hay un nimero M > 0 (independiente de n)
tal que se verifica

’f(”+1)(t)‘<M vtel, YneN 9.7)

(X _ a) n+1

(n+1)!
Taylor de f centrada en a es convergente en todo punto x| y su suma es igual a f(x).

Cuando esto es asi, como limp_« = 0 cualquiera sea x€R, se deduce que la serie de

Desarrollos en serie de las funciones elementales

Funcién exponencial.

Las derivadas de la funcién exponencial natural, exp(x), en x = 0 valen todas 1. Por tanto, el
polinomio de Taylor de orden n en el punto a = 0 de la funcién exponencial es

n
1
Ta(exp0)(X) =1+ ka
k=1

Sea ahora xR, fijo en lo que sigue. Tomemos p > 0de forma que x€] — p, p[. El teorema de Taylor
afirma que hay un niimero ¢ comprendido entre xy 0y, por tanto c€] — p, p[, tal que

1 exp(c)
expx) =1+ x4 Xl
— ki (n+1)!
Como exp(c) < exp(p) deducimos que

x+1
(n+1)!

< exp(p)

n
exp(x) —1— Z %xk
k=1
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n+1
De esta forma hemos eliminado el punto cy como Ilm AN ey =0, obtenemos que
1
exp(x) = P XK 9.8)
k=0

[ee]

En particular, para X = 1 tenemos que e = Z o
n=0

Funciones seno y coseno.

Como ser(x) = cogx) = ser(¥ +x), se sigue que ser” (x) = ser( ' +x). En particular, sen™ (0) =
ser(3}). Por tanto el polinomio de Taylor de orden n de la funcién seno en el punto a=0es

Tn(sen0)(x) = Xn: serlil'%”) X
k=1 '

qu)

Como para k par es ser k2 ) =0y para kimpar k= 2q— 1es ser( (—1)9*1, resulta que

n
(=D s

Ton—1(sen0)(x) = Tan(sen0)(x) = Z (2k=1)!
k=1 '

Andlogamente para la funcién coseno

N (1)K
Ton(c0S0)(X) = Tani1(COS 0)(X) = Z (=D
0

Como las funciones seno y coseno tienen derivadas acotadas en todo R, se sigue por lo antes
visto que

_ . )n 2n+1
serx = gmx (XER) (9.9)

[ee)

coOX = (XeR) (9.10)

Serie binomial de Newton.

Pongamos f(x) = (1+x)®. Tenemos que f((x) = a(a —1)(a —2)---(a —n+1)(14x)*". Por
lo que el polinomio de Taylor de orden nde f ena=0es

—1)(a—2)---(a—k+1)xk
ki

Tn(f,O)(x)=1+Zn:°‘(°‘
k=1

Cualquiera sea el niimero real o y el nimero natural k se define

(or) a(a—1)(a—2)---(a—k+1)

k)~ k!

Por convenio (3) = 1. Con ello podemos escribir
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Queremos probar la igualdad

(LX) = i: (G)x” xe —1,1] 9.11)

n
n=0
En este caso el teorema de Taylor no es el camino mas sencillo y es preferible razonar como
sigue.

. . a . . . .
La serie de potencias Z (n) x" tiene radio de convergencia 1 porque, poniendo a, = (%),

n=0
@nca| _Ja—n

tenemos que
I Tal n+1

— 1. Definamos ¢:] — 1,1[— R por

d(x) :i <i)x”7 xel—1,1]

n=0

El teorema de derivaciéon nos dice que ¢ es derivable en | — 1, 1]. Ahora es facil comprobar que
la funcién h(x) = ¢(x)(1+4 x) @ tiene derivada nula en ] — 1,1], por lo que es constante en dicho
intervalo y, como h(0) = 1, concluimos que h(x) = 1 para todo x€| — 1,1, es decir, (1+X)* = ¢(x)
para todo x€] — 1, 1], como queriamos probar.

identidades que se deducen de la serie geométrica

Partiendo de la serie geométrica

[ee]

1
> X = T <1 (9.12)
n=0 X

podemos derivarla para obtener

o 1
Z an 1 - m |X| < 1
n=1

Igualdad que, a su vez, podemos volver a derivar y obtenemos

[

> n(n—1)x" 2= (1_2)()3 x| <1

n=

Asipodemos seguir. Pero también podemos invertir el proceso: en vez de derivar la serie (9.12),
podemos construir una primitiva suya.

El célculo de una primitiva de una funcién definida por una serie de potencias es inme-
diato. Si la funcién viene dada por

f) =) ca(x—a)" |x—a <R

Entonces, en virtud del teorema de derivacion, la primitiva de f que coincide con f en el punto
X=aes

F(X) = f(a)+§:
n=0

¢
njfl(x—a)’“rl Ix—al <R
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De laigualdad (9.12), se deduce ahora que
—log(1— x:ii”l x| <1
n=0 n+1

Y, cambiando x por —x en esta igualdad, obtenemos

[e9]

log(1+x) :Z(n 1 X <1
n=0

Definicién de las funciones trigonométricas

Las series de potencias proporcionan la herramienta adecuada para definir con comodi-
dad la funcién seno. Olvida ahora todo lo que sabes de la funcién seno. ;Lo has olvidado ya?
Sigamos.

(—=1)"
(2n +1)!
de dicha serie estd definida en todo R.

Como la serie de potencias E x?"*! tiene radio de convergencia R = +oo la suma

9.25 Definicién. La funcién seno es la funcién sen:R — R definida para todo xR por

senx:i (=1)" ons1
— (2n+1)!

A partir de esta definicion se obtienen las propiedades usuales de la funcién seno. La fun-
cién coseno se define como la derivada de la funcién seno. Las demds funciones trigonomé-
tricas se definen, como puedes imaginar, a partir del seno y el coseno. El nimero 1t se define
como el minimo ntimero positivo en el que se anula el seno (hay que probar su existencia con
ayuda del teorema de Bolzano).

No es mi propésito proseguir este estudio sino solamente dejarte indicado el camino.

Ejercicios
1. Estudia la convergencia las siguientes series de potencias.

SHII'DS ”,;31 0 Yz

n>1 n>1 n>1

n"_, ~(Bn+1)_, z"
D> o2 e)z 510 & 2 f)n;1+1/2+~~+1/n

n>1

Estudia en los casos c)y f), el comportamiento de la serie en los puntos de la circunferen-
cia unidad.

2. Dada la serie de potencias
1
> (n2+ —) (x—21)"
n>1 :
Calcula su radio de convergencia. Estudia la convergencia en los extremos del intervalo
de convergencia. Calcula su suma.
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3. Calcula el desarrollo de Taylor en a = 0 de fia funcién
2
Xe—3x+1
= e 5s
e indica su dominio de convergencia.

Sugerencia. Usa la descomposicién en fracciones simples.

4. Seala serie de potencias Z(Z”*l —n)x". Calcula su dominio de convergencia y su suma.
n>0
(<" n

5. Sealaserie de potencias Z (7 - =
= (n+1)2n 3"

> X". Calcula su dominio de convergenciay su

suma.

6. Calcula, por medio de series de potencias primitivas de las funciones ser(x?), exp(x?),

V143,
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Leccion 1 O

Célculo diferencial en R"

10.1. Estructura euclideay topologia de R"

Como sabes, R" es un espacio vectorial en el que suele destacarse la llamada base canéni-
ca formada por los vectores {e1,ey,...,e,} donde e es el vector cuyas componentes son todas
nulas excepto la que ocupa el lugar k que es igual a 1. Dados dos vectores X = (X1,X2,...,Xn)
y = (Y1,¥2,-..,Yn) se define su producto escalar a por:

n
<X‘Y> = ZXkYk:xlyl+x2y2+...+Xnyn
k=1

Este producto escalar se llama producto escalar euclideo. Observa que el producto escalar de
dos vectores no es un vector sino un nimero real. La notaciéon xy es frecuentemente usada en
los libros de Fisica para representar el producto escalar de los vectores x e y. Las dos notaciones
son ttiles y las usaremos en lo que sigue.

Las siguientes propiedades del producto escalar se deducen facilmente de la definicion:
e (x]y)=(y|x) para todos x,y €R" (simetria).
e (ax+By|z)=a(x|z)+B(y|z) para todos a,BER y para todos x,y,z€ R" (linealidad).

La norma euclidea de un vector x se define por
n
= x ) = 1 D%
k=1

Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para todos x,y € R" se verifica que |(x|y)| <|x|||ly|. Ademds, supuesto que x ey no son nulos,
la igualdad |(x|y)| = ||x|||ly|| equivale a que hay un niimero X €R tal que x = \y (es decir, los
vectores x ey estdn en una misma recta que pasa por el origen).
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Desigualdad triangular.

Para todos x,y e R" se verifica que |x+Y|| < ||x|| + ||y||. Ademds, supuesto que x ey no son nulos,
la igualdad ||x+y| = ||X|| + Iyl equivale a que hay un niimero A > 0 tal que x = Ay (es decir, los
vectores X ey estdn en una misma semirrecta que pasa por el origen).

10.1 Definicién. Se dice que los vectores x e y son ortogonales, y escribimos x L y, cuando su
producto escalar es cero. Se dice que un vector x es ortogonal a un conjunto de vectores E C R"
cuando X es ortogonal a todo vector en E. Un conjunto de vectores no nulos que son mutua-
mente ortogonales se dice que es un conjunto ortogonal de vectores; si, ademds, los vectores
tienen todos norma 1 se dice que es un conjunto ortonormal de vectores. Una base vectorial
que también es un conjunto ortogonal (ortonormal) se llama una base ortogonal (ortonormal).

Si x e y son vectores no nulos, el vector

se llama proyeccion ortogonal de x sobre y.

Puedes comprobar que el vector x — [ ], (x) es ortogonal a y. En particular, siy es un vector
unitario (de norma 1) entonces el vector X — <x ] y>y esortogonal ay.

Ejercicios

1. Prueba la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Sugerencia. Comprueba que la ecuacién (x —Ay ] Xx—Ay) =0, en la que A es un ntimero
real arbitrario y x e y son vectores que se suponen fijos, es un trinomio de segundo grado
enlavariable A. Ten en cuenta que dicho trinomio toma siempre valores mayores o iguales
que cero (£por qué?) lo que proporciona informacién sobre su discriminante.

2. Prueba la desigualdad triangular.

Sugerencia. Una estrategia para probar desigualdades entre normas euclideas es elevar al
cuadrado. La desigualdad [|x+y]|* < (||x]|+ly|| )2 es equivalente a la desigualdad triangu-
lar pero es muy fécil de probar desarrollando el término ||x +y||? = (x+y|x+y) yusando
la desigualdad de Cauchy-Schwarz.

3. Teorema de Pitagoras. Prueba que los vectores x e y son ortogonales si, y solo si,
2 2 2
[+ Y117 = X"+ [l ]I

4. Prueba que el vector x — [ ], (x) es ortogonal a y.

10.2 Definicién. Dados dos vectores x e y, el nimero ||x —y|| se llama la distancia (euclidea)
entre x ey.

e DadosxeR"yr > 0, definimos B(x,r) = {yeR": [[x—y|| <r}.

¢ Un conjunto E C R" se dice que es un conjunto abierto si para todo punto x € E se verifica
que hay un namero ry > 0 tal que B(x,rx) C E. Por convenio, el conjunto vacio, @, se considera
abierto.
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e Esfécil comprobar que los conjuntos de la forma B(x,r) son conjuntos abiertos. El conjunto
B(x,r) se llama bola abierta de centro x y radio r.

e Un conjunto F C R" se dice que es un conjunto cerrado si su complemento R"\ F es un
conjunto abierto.

e Dados xeR"yr >0, definimos B(x,r) = {y€R": |[x—Y|| <r}. Es facil comprobar que B(x,r)
es un conjunto cerrado. Se llama bola cerrada de centro x y radio r.

e Se dice que un conjunto E C R" es acotado cuando hay un ntimero M > 0 tal que ||x|| < M
para todo x€ E.

e Sedice que un conjunto K C R" es compacto cuando es cerrado y acotado.

e Sea E C R". Decimos que un punto x € R" es adherente al conjunto E si toda bola abierta
centrada en x tiene puntos de E. El conjunto de todos los puntos adherentes a E se llama la
adherencia de E y se representa por E.

e SeaE CR".Decimos que un punto xeR" es un punto de acumulacién del conjunto E si toda
bola abierta centrada en x tiene puntos de E distintos de x. El conjunto de todos los puntos de
acumulacion de E se llama la acumulacién de E y se representa por E’.

e SeaE C R". El conjunto de todos los puntos adherentes a E yaR"\ E se llama la frontera de
E y se representa por Fr(()E).

e Sea E C R". Decimos que un punto x € E es un punto interior al conjunto E si hay alguna
bola abierta centrada en x contenida en E.

e DadosxeR"yr > 0, el conjunto S(x,r) = {yeR": |x—y|| =r} se llama esfera de centro x y
radior.

e Representaremos por I1; la aplicacién Mj:R" — R que a cada vector X = (X1,X2,...,%,) €R"
hace corresponder su coordenada j-ésima en la base canénica.

Mj(x) =Mj((X1,%2, ..., %)) = X;

Las aplicaciones I1j, 1 < j <n, asi definidas se llaman las proyecciones candnicas.

Ejercicios
1. Prueba que B(x,r) es un conjunto abierto.
2. Prueba que todo conjunto abierto es unién de bolas abiertas.
3. Prueba que la interseccién de dos conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
4. Prueba que la unién de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.
5. Prueba que B(x,r) es un conjunto cerrado.
6. Prueba que la interseccién de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.
7. Daejemplos de conjuntos que no sean abiertos ni cerrados.

8. Prueba que E = EUFr(()E).
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10.1.1. Sucesiones en R"

10.3 Definicién. Una sucesion {xy} de puntos de R" se dice que es convergente si hay un vector
x€R" tal que ||xm— X|| — 0. En tal caso escribimos limm_.»{Xm} = X 0, simplemente, {xm} — Xy
decimos que x es el limite de la sucesion {xm}.

Una sucesion {xy} de puntos de R" se dice que es acotada si ha un ntimero M > 0 tal que
|[Xm|| < M para todo meN.

Teniendo en cuenta la desigualdad

n
max{|x— Yk : T<k<n} < [Ix—y|| <> xc— yil (10.1)
k=1
Se deduce facilmente que {Xm} — X si, y s6lo si, {I1j(xm)} — Mj(x) para (1< j <n), esto es, la
convergencia en R" equivale a la convergencia por coordenadas.

10.4 Teorema (Teorema de Bolzano — Weierstrass). Toda sucesion acotada de puntos de R"
tiene alguna sucesion parcial convergente.

10.5 Teorema (Caracterizaciéon de los conjuntos compactos). Un conjuntoE C R" es compacto
si, y solo si, toda sucesion de puntos de E tiene alguna sucesion parcial que converge a un punto
deE.

10.1.2. Campos escalares. Continuidad y limite funcional

Reciben el nombre de campos escalares las funciones definidas en subconjuntos de R" que
toman valores en R. Un campo escalar es, por tanto, una funcién real que depende de n varia-
bles.

Un campo escalar de una variables es, simplemente, una funcién real de variable real; un
campo escalar de dos variables es una funcién definida en un subconjunto del plano que toma
valores reales; un campo escalar de tres variables es una funcién definida en un subconjunto
del espacio que toma valores reales.

Los campos escalares de una o dos variables se pueden visualizar por medio de sus repre-
sentaciones graficas que son, respectivamente, curvas en el plano o superficies en el espacio.
No es posible visualizar campos escalares de tres o mds variables porque sus gréficas estdan en
espacios de dimensién mayor o igual que 4.

Naturalmente, los campos escalares se pueden sumar y multiplicar al igual que lo hacemos
con las funciones reales.

10.6 Definicién. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R"ysea acE. Se dice que
f es continuo en asi para todo € > 0 existe un 6 > 0 tal que se verifica || f(x) — f(a)|| < € siempre
quexeEy|x—a| <e.

Se dice que f es continuo en un conjunto A C E si f es continuo en todo punto acA.

Un ejemplo de campo escalar continuo lo proporcionan las proyecciones canoénicas I1j pues
se tiene que

00 =1y =[x =il < Ix =yl
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de donde se deduce enseguida la continuidad de I1;.

10.7 Proposicién. a) Si f y g son campos escalares definidos en un conjunto E C R", se verifica
que los campos escalares f 4+ gy f g son continuos en todo punto deE donde f yg sean continuos.
Ysi f noseanulaenE, el campo escalarl/f es continua en todo punto deE donde f sea continuo.

b) Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y sea h una funcion real de varia-
ble real continua definida en un intervalo | que contiene la imagen de f, 1 O f(E). Entonces la
funcién compuestaho g es continua en todo punto de E donde f sea continua.

Los campos escalares mas sencillos son las funciones polinémicas de varias variables. Di-
chas funciones se obtienen como sumas de productos de las proyecciones canénicas y son, por
tanto, continuas.

Para n = 3las proyecciones canénicas son

I'Il((x,y,z)) =X, nz((X7Y7Z)) =Y n3((X7Y7Z)) =z

Un producto de estas funciones es una funcién de la forma f(x,y,z) = x™yPz9 donde m, p,q son
numeros naturales o nulos. Las funciones polindmicas en tres variables son sumas de este tipo
de funciones.

Las funciones racionales de nvariables son las funciones de la forma

P(X]_,Xz, . ,Xn)

R(Xj_,Xz,...,Xn) = Q(Xl X2 Xn)
3 et

Donde P(x1,X2,...,%1) ¥ Q(X1,X2,...,X:) son funciones polinémicas de n variables. El dominio
natural de definicién de una funcion racional es el conjunto de puntos donde no se anula el
denominador Q = {xeR": Q(x) # 0}. Las funciones racionales son continuas en su conjunto
natural de definicion.

Componiendo funciones continuas reales de una variable con funciones polinémicas y ra-
cionales en varias variables obtenemos muchisimos ejemplos de campos escalares continuos.
Aqui tienes unos pocos.

f(x,y) =senxy), f(xy)=Ilog(1+x*+y?), f(x,y,z):%, f(x,y,2) = cog \/y2+2)

El siguiente resultado establece la relacion entre la continuidad y el limite secuencial.

10.8 Proposicion. Sea Sea f un campo escalar definido en un conjuntoE C R" y sea ac E. Equi-
valen las siguientes afirmaciones:

a) f es continua en a.

b) Para toda sucesion {xn} de puntos deE tal que {xn} — a se verifica que {f(xn)} — f(a).

El siguiente resultado se demuestra de la misma forma que su anédlogo para funciones rea-
les.

10.9 Teorema (Teorema de Weierstrass). Todo campo escalar continuo en un conjunto com-
pacto alcanza en dicho conjunto un valor mdximo absoluto y un valor minimo absoluto.
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Dicho de otra forma, si K € R" es un conjunto compacto y f es un campo escalar continuo
en K, entonces hay puntos acK, beK tales que f(ca) < f(x) < f(b) para todo xeK.

10.10 Definicién. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y seaacE’. Se dice
que f tiene limite en a si hay un nimero L € R con la propiedad de que para todo € > 0 existe
un d > 0 tal que se verifica ||f(x) —L| < € siempre que X E y 0 < ||x —a|| < €. Simbdlicamente
escribimos )LILTIa f(x) = L. Elnimero L se llama limite de f en a.

El siguiente resultado establece la relacién entre el limite funcional y el limite secuencial.

10.11 Proposicién. Sea Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y sea acE’.
Equivalen las siguientes afirmaciones:

a) lim f(x) = L.

X—a

b) Para toda sucesion {x,} de puntos de E distintos de a, tal que {xn} — a se verifica que
{f(xn)} — L.

10.1.3. CurvasenR"

Una curva en R" es una aplicacién continua y: [a,b] — R". El punto y(a) se llama origen y el
punto y(b) extremo de la curva. Naturalmente, como y(t) € R" podremos expresarlo por medio
de sus componentes en la base candnica que serdn funciones det.

V(t) = (yl(t)vyz(t)v e ,Vn(t))

Las funciones yk(t) se llaman funciones componentes de y. Se dice que y es derivable en un
punto t cuando todas sus funciones componentes son derivables en dicho punto, en cuyo la
derivada de yent es, por definicion, el vector

V/(t) = (yl/(t)’yzl(t)v B ’Vn/(t))

Dado un punto a=y(tp) tal que y'(to) # 0, se define la recta tangente a yen el punto a (aunque es
mds apropiado decir en el punto tp) como la recta de ecuacion paramétrica a+ty’(to), es decir,
la recta que pasa por a con vector de direcciéon y’(to).

Cuando se interpreta y(t) como la funcién de trayectoria de un movil, entonces su velocidad
en un instante t es el vector y’(t) y su rapidez es ||y’(t)||. La distancia que recorre dicho mavil
entre dos instantest = ayt = b viene dada por

b
vl d.

10.12 Definicién. Un conjunto abierto Q C R" con la propiedad de que cualesquiera dos de sus
puntos pueden unirse por una curva que queda dentro de Q se llama un dominio.

Intuitivamente, un dominio es un conjunto abierto de un solo trozo. Los dominios desem-
pefian en R" un papel similar al de los intervalos en R.
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10.1.4. Derivadas parciales. Vector gradiente

Acabamos de ver que los conceptos de continuidad y limite para funciones reales de una
variable se generalizan ficilmente para campos escalares de varias variables. No ocurre lo mis-
mo con el concepto de derivabilidad el cual no puede generalizarse de forma inmediata. La
raz6n es que el concepto de derivabilidad hace intervenir la divisién de niimeros reales, pues
una derivada es un limite de cocientes incrementales, y en R" no podemos dividir por vecto-
res, es decir, la estructura algebraica de R" no permite generalizar algo parecido a un “cociente
incremental”. Si f es un campo escalar, la expresion

fx) - f(a)
X—a

no tiene ningtn sentido.

Otra diferencia importante es que en la recta real, R, solamente podemos acercarnos a un
punto de ella a través de la propia recta, mientras que en R" para n > 2 hay muchisimas mas
posibilidades de acercarse a un punto dado; por ejemplo, podemos acercarnos a través de cual-
quier curva que pase por dicho punto. Surge asi una primera idea que consiste en acercarse a
un punto dado a través de una recta dada. Parece que esta situacion es mds parecida a lo que
conocemos para funciones reales de una variable.

10.13 Definicién. Una direccién en R" es un vector de norma 1.

e Dadosun punto acR"y una direccion u, la recta que pasa por acon direccién u es laimagen
delaaplicacién y: R" — R dada por y(t) = a+tu, es decir, es el conjunto de puntos {a+tu:teR}.

e Sea f un campo escalar definido en un conjunto abierto E C R", sea a€ E y u una direccién.
Se define la derivada de f en aen la direccién u como el limite

Duf(a) :tlijr(') f(a+tli)_ f(a)

(10.2)

supuesto, claro estd, que dicho limite exista.

e Las derivada direccional de un campo escalar f en un punto a en la direccién del vector
e de la base canénica, se llama derivada parcial de f en a respecto a la variable k-ésima. Esta
definida por

. “mf(atheK)_f(a):“mf(al,...,ak+t,...,an)—f(al,...,ak7~--,an)
& t—0 t t—0 t
_im J@ X8 — fanEkan) (10.3)
Xk— a8k Xk — Ak
of

y se representa con los simbolos Dy f(a) y E (a).

Observa que las derivadas que acabamos de definir son derivadas de funciones reales de
una variable real pues, para calcular la derivada de un campo escalar f en un punto a en la
direccion u lo que se hace es derivarent = 0la funciént — f(a+tu) que es una funcién real de
una variable real.

Observa que la segunda igualdad de (10.3) nos dice que, para calcular la derivada parcial
Dkf(a), lo que se hace es derivar f respecto a la variable k-ésima considerando fijas las demds
variables. Por eso se llaman derivadas parciales.
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Interpretacién geométrica de las derivadas parciales

Es importante que entiendas el significado de las derivadas parciales de una funcién en un
punto. Para poder visualizarlo vamos a considerar un campo escalar f de dos variables definido
en E C R?. Fijemos un punto (a,b). Las derivadas parciales de f en (a,b) son, por definicién

Dif(ab) — lim BFLD=F@b) . b~ f(ab)
t— t Xx—a X—a

Dof(ab) — fim BPEV=T@D) o, f@Y) ~ @b
=0 t y—b y—b

Es decir, lo que hacemos es derivar las funciones parciales x — f(x,b) yy— f(a,y) enlos puntos
X =aey = brespectivamente.

La gréfica de f, es decir, el conjunto S= {(x,y, f(x,y)) : (x,y) €E} es una superficie en R>. Las
funciones
yi() = (xb, f(x,b)), ya(y) = (ay, f(a,y))
son curvas contenidas en dicha superficie que pasan por el punto (a,b). Dichas curvas se obtie-
nen cortando la superficie Spor los planos y = by x = arespectivamente. Los vectores tangentes
a dichas curvas en los puntos yi(a) y y2(b) son, respectivamente

YJ_/(a) = (1707 le(aa b))a VZ/(b) = (Oa 1, DZf(aa b))

En la siguiente figura se ha representado la grafica de f y las curvas obtenidas cortdndola por
los planos x = ae y = bjunto a sus vectores tangentes en el punto (a,b)

LAZLAIS
L LA
XL

TS
LSS

L AAES

2 o e

Cuando un campo escalar f tiene derivadas parciales en todos los puntos de un conjunto
E C R", podemos definir las funciones derivadas parciales de f, Dxf : E — R que a cada punto
x € E hace corresponder el nimero Dy f(x). Dichas funciones son también campos escalares.

10.14 Definicién. Sea f un campo escalar. Se define el vector gradiente de f en un punto a
como el vector
Of(a) = (D1f(a),D2f(a),...,Dnf(a))

supuesto, claro estd, que dichas derivadas parciales existan.

Supongamos que f es una funcién real de una variable real. La derivabilidad de f en un
punto acR se expresa por

f(x)—f(a) f(x)—f(a)— f'(a)(x—a)

[im ————~ =f'(a) < lim =0
X—a X—a X—a X—a
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Recuerda que la recta de ecuacion cartesiana y = f(a) + f’(a)(x — a) es la recta tangente a la
gréfica de f en el punto (a, f(a)).

Siahora f es un campo escalar definido en un conjunto E C R", cuyo vector gradiente f (a)
estd definido en un punto ac E, podemos considerar el hiperplano en R de ecuacion car-
tesiana X1 = f(a) + (Of(a) \ x — a). Este hiperplano pasa por el punto (a, f(a)) eR"" ! yesla
generalizacién natural de la recta tangente a la grafica de una funcién. Observa el parecido
formal entre las expresiones

y=f@+F@x-a), xu1=1f(a)+(0f(a)|x—a)

Ambas representan hiperplanos (un hiperplano en R? es una recta) y la segunda se deduce de la
primera sustituyendo la derivada por el vector gradiente y el producto usual de nimeros reales
por el producto escalar de vectores. Esto nos lleva a la siguiente definicion.

10.15 Definicién. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y sea a un punto
interior de E. Supongamos que estd definido el vector gradiente [If (a). Se dice que f es dife-
renciable en asi se verifica que

f(x)—f(a)—(Of(a)|x—a)

[im =0 (10.4)
x'a Ix—a]

Definamos . . .
Roca)_ (X0 T@ —(0f@[x )

[x—af
La igualdad (10.4) dice que )I('m}a R(x,a) = 0. Con lo que, otra forma equivalente de escribir la
igualdad (10.4) es la siguiente.

f(x) = f(a)+(Df(a)|x—a)+R(x,a)x—al| donde limR(x,a) =0 (10.5)

10.16 Definicién. Sea f un campo escalar diferenciable en un punto a. El hiperplano en R™!
de ecuacidn cartesiana

Xns1 = f(a)+(0f(a)[x—a)
se llama hiperplano tangente a f en a o hiperplano tangente a la gréifica de f en el punto

(& f(a).

10.17 Proposicion. Sea f un campo escalar diferenciable en un punto ay sea u una direccion en
R". Entonces se verifica que
Dyf(a) = (Of(a)|u)

Demostracién. En la igualdad (10.5) pongamos x = a+tu con lo que obtenemos

f(a+tu) = f(a)+(0f(a)|tu)+R(a+tu,a)|tul = f(a)+t(Of(a)|u) +R@a+tu,a)lt| =
IimwzlimR(m—tu,a)M:O O
t—0 t t—0 t

10.18 Corolario. Sea f un campo escalar diferenciable en un punto a con vector gradiente no
nulo en a.

a) La direccion en la que la derivada direccional de f en a es mdxima es la direccion dada por

. . . . Of(a)
el gradiente, es decir, la direccion U = ————.
8 Bt @I
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b) La direccion en la que la derivada direccional de f en a es minima es la direccién opuesta

a la dada por el gradiente, es decir, la direccion v = — %

10f @)

Demostracién. Las afirmaciones hechas son consecuencia de la proposicion anterior y de la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, pues para toda direcciéon w se tiene que

[(Of(a) |w)| < [Of @) [lw]| = |0 (a)

Y la igualdad se da si, y solo si, hay un ntimero A € R tal que w = A0f(a). Tomando normas

en esta igualdad se deduce que |A\| = 1/||0f(a)||, es decir las direcciones w que hacen méaximo
Of(a) Of(a)

Dwf(a)|=[(Of(a)|w)|sonu= ————yVv=———.

D (@] =[(DF(@|w)] son v = 157 YV = ~Tar )]

Para la primera se tiene que

f
Dufi@) = (1@ ol ) = Tty (OF@ | OF(@) = 01 @)

que es el valor maximo que puede tener una derivada direccional.

Andlogamente, para la segunda se tiene que
Dyf(a) = —|[Of(a)]l
que es el valor minimo que puede tener una derivada direccional. O

El resultado anterior nos dice que el vector gradiente en un punto sefiala la direccién en la
que el campo tiene mdximo crecimiento en dicho punto. Mientras que en la direccién opuesta a
la del vector gradiente en un punto el campo tiene mdximo decrecimiento.

10.19 Proposiciéon. Sean f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y y una curva
en R" que toma valores en el conjunto E. Supongamos que y es derivable en un punto ty y que
f es diferenciable en el punto a = y(to) € E. Entonces se verifica que la funcion h(t) = f(y(t)) es
derivable enty y su derivada viene dada por

h(to) = (Of(a)|Y'(to)) = > _ Dk (a)¥ (to) (10.6)
k=1

Demostracion. Se tiene que

h(t) —h(to) = f((t)) — f(¥(to)) = (Df(a) |¥(t) — V(to)) + R(¥(t), ¥(t0)) [ V(t) — V(to) |

Dividiendo por t —tg tenemos

h(t) — h(t fy(t)) — fy(t t) —y(t t) —y(t
(t) t (to _ f(¥( )1 : (Y(to)) _ <Df(a)‘v( Z :/( 0) > +Ry().y(to)) z :/( o
—1o —1o —1o —1o
Teniendo en cuenta que tI’|rp M =V (to) se deduce que
—1p —1p
- h(t) —h(to) /
t“j{(‘) T (Of (@)Y (to))
como queriamos demostrar. ]
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Que un campo escalar tenga derivadas parciales en un punto es una propiedad muy dé-
bil. Por ejemplo, el campo escalar f(x,y) = L f(0,0) = O tiene derivadas parciales nulas
en (0,0) pero no es continuo en dicho punto. La propiedad de ser diferenciable es mucho més
fuerte que tener derivadas parciales. Por ejemplo, es facil probar que un campo escalar dife-
renciable en un punto es continuo en dicho punto. El siguiente resultado proporciona una

condicién suficiente de diferenciabilidad muy util.

10.20 Teorema (Condicién suficiente de diferenciabilidad). Un campo escalar que tiene deri-
vadas parciales continuas en un conjunto abierto es diferenciable en todo punto de dicho con-
junto.

En la practica suele suponerse que los campos escalares tienen derivadas parciales conti-
nuas. Esta hipdtesis garantiza que son diferenciables y es suficiente para justificar la mayoria
de los resultados que siguen.

Es sabido que una funcién derivable en un intervalo con derivada nula es constante. Para
campos escalares hay un resultado andlogo. Observa la hip6tesis de que el campo esté definido
en un dominio.

10.21 Proposicion. Un campo escalar definido en un dominio con derivadas parciales nulas en

todo punto del mismo es constante.

En la siguiente seccién te digo c6mo calcular rectas y planos tangentes a curvas y superficies
considerando las distintas formas en que éstas pueden venir dadas. Mi propésito es esencial-
mente préctico, a saber, que entiendas la forma de proceder en cada caso; por lo que no me
preocupo de justificar con detalle todo lo que digo.

10.1.5. Rectas tangentesy planos tangentes
Curvas en el plano
Una curva I en el plano puede venir dada de tres formas:

a) Como la grdfica de una funcion y = f(x) donde x€1 siendo | un intervalo de R.
F={(x,f(x)):xel}
b) Por medio de ecuaciones paramétricas y(t) = (x(t),y(t)).
M =y(l) ={(xt),y(t)) :tel}

¢) De forma implicita como el conjunto de puntos g(x,y) = 0 donde se anula una funcién dife-
renciable de dos variables.

r={(xy)er?:g(xy) =0}
Suele usarse la siguiente terminologia. Si h(x,y) es un campo escalar diferenciable, las curvas
de ecuacién implicita h(x,y) = c o, lo que es igual h(x,y) —c = 0, donde c es una constante, se
llaman curvas de nivel. Dichas curvas se obtienen cortando la gréfica de h con planos de la
forma z= c. Estas curvas son las que ves representadas en los mapas topogréficos.
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Observa que a) es un caso particular de c¢) (basta considerar g(x,y) = f(x) —y) y también es un
caso particular de b) (basta considerar y(x) = (X, f(x))).

La tangente en un punto de I' viene dada en cada caso como sigue.

a’) La tangente en un punto (a,b) = (a,f(a)) €l es la recta de ecuacién cartesiana y—b =
f’(a)(x—a). El vector (1,f’(a)) es tangente a I' en el punto (a,b) y el vector (f'(a),—1) es
ortogonal al” en el punto (a,b).

b’) Latangente en un punto y(tp) = (a,b) €l eslarecta de ecuaciones paramétricas

(%) =Y(to) +ty’(to) = (a,b) +(X'(to),Y'(to))
Elvectory’(to) = (X'(to),Y’(to)) es tangente a " en (a,b).

¢/) Latangente en un punto (a,b) €l es larecta de ecuacion implicita
<|:|g(a7 b) ’ (X_ aay_ b)> =0

Se supone que 0g(a, b) # 0 pues en otro caso, la tangente en (a,b) no estd definida. El vector
gradiente [Jg(a,b) es ortogonal a " en el punto (a,b).

Estas tiltimas afirmaciones requieren alguna justificacién. Para ello, supongamos que cono-
cemos una representacion parameétrica local de T’ en torno al punto (a,b). Es decir, hay una
curva de la forma a(t) = (a41(t),az(t)) €T que pasa por el punto (a,b) y que es derivable!.
Pongamos a(tg) = (a,b). Por lo visto en b’), sabemos que la tangente a " en (a,b) es la rec-
ta que pasa por el punto (a,b) con vector de direccion a’(tg). Pongamos h(t) = g(a(t)). En
virtud de la igualdad (10.6), tenemos que h’(t) = (Og(a(t))|a’(t)). Pero h(t) = 0, por lo que
h'(t) = (Og(a(t)) |a’(t)) = 0. Resulta asi que el vector [ig(al(t)) es ortogonal al vector tangen-
te a’(t). En particular, el vector Jg(a,b) es ortogonal al vector a’(tp) tangente a " en (a,b).
Concluimos que la recta que pasa por (a,b) y tiene como vector ortogonal [0g(a,b) es la
recta tangente a I en (a,b), pero dicha recta es justamente la recta de ecuacion cartesiana

<Dg(av b) | (X_ ay— b)> =0.
De lo antes visto, merece la pena destacar la siguiente propiedad.

El vector gradiente 1Jg(x,y) de un campo escalar es ortogonal en todo punto (x,y) (en el que
Og(x,y) # 0) a la curva de nivel que pasa por dicho punto.

Superficies en R3
Una superficie Sen el espacio R® puede venir dada de tres formas:

a) Como la gréfica de una funcién y = f(x,y) donde (x,y) € Asiendo Aun conjunto de R?.
S={(xy.f(xy): (xy) €A}
b) Por medio de ecuaciones paramétricas y(s,t) = (X(s,t),y(s,t),z(s,t)) donde (st) €A C R?.

S= y(A) - {(X(S,t),y(s,t),Z(S,t)) : (Svt) GA}

IEl teorema de la funcién implicita, que se verd mds adelante, garantiza la existencia de dicha curva siempre que el
vector gradiente 0g(a,b) # 0.
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¢) De forma implicita como el conjunto de puntos g(x,y,z) = 0 donde se anula una funcién
diferenciable de tres variables.

S={(x .2 eR®:g(x,y,2) =0}

Observa que a) es un caso particular de c) (basta considerar g(x,y,z) = f(x,y) — 2 y también es
un caso particular de b) (basta considerar y(s,t) = (s,t, f(s,t))). El plano tangente en un punto
de Sviene dada en cada caso como sigue.

a’) El plano tangente en un punto (a,b,c) = (a,b, f(a,b)) € Ses el plano de ecuacion cartesiana

z— f(a,b) = %(a,b)(x—aﬂ—%(a, b)(y—b)

Los vectores (1, 0, g—; (a, b)) y (07 1, %(& b)) son tangentes a Sen (a, b, c) y el vector

(%(a, b), %(a, b),—1>

es ortogonal a Sen el punto (a,b,c).

b’) El plano tangente en un punto y(so,tp) = (a,b,c) € Ses el plano de ecuaciones paramétricas

(63:2) =V(s0t0) + 50 (.10) + ot (5.t

Donde ay ox ay 0z
35(S0.t0) = (O—S(SO,to), 55 (S0:t0), a—S(SoJo))

Y ay ox ay 0z
5t (So.to) = (E(So,to)a 5 (So:to), E(Soﬂo))

Dichos vectores son tangentes a Sen (a,b, c).

¢) El plano tangente en un punto (a,b,c) € Ses el plano de ecuacién implicita
(Og(a,b,c)|(x—a,y—b,z—¢))=0

Se supone que 0g(a,b,c) # 0 pues en otro caso, el plano tangente a Sen (a,b,c) no esta
definido. El vector gradiente [Jg(a, b, c) es ortogonal a Sen el punto (a,b,c).

Si g(x,y,2) es un campo escalar, las superficies de ecuacién implicita g(x,y,z) = ¢ o, lo que
es igual g(x,y,z) — ¢ = 0, donde c es una constante, se llaman superficies de nivel (cuando el
campo se interpreta como un potencial se llaman superficies equipotenciales). De lo dicho
en ¢'), se sigue que el vector gradiente [1g(X,Y, 2) es ortogonal en todo punto (x,y,z) (en el que
0g(x,y,2) # 0) a la superficie de nivel que pasa por dicho punto.

Curvas en R3

Una curval en el espacio puede venir dada de dos formas.
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a) Como intersecciéon de dos superficies S y S.

b) Por medio de ecuaciones paramétricas y(t) = (X(t),y(t),z(t)) dondetel C Rel esun intervalo.
M =y(1) = {(x(t),y(t),z(t)) :tel}
La tangente en un punto de I" viene dada en cada caso como sigue.

a’) Latangente en un punto (a,b,c) €l es la recta interseccién de los planos tangentes a S; y a
S en (a,b,c). Por ejemplo, si las superficies vienen dadas por sus ecuaciones implicitas.

S ={(xy,2€R3: f(x,y,2) =0}
S ={(xy.2eRr3:g(xy,2) =0}

Entonces, las ecuaciones implicitas de la recta tangente son

(Df(a,b,c)|(x—a,y—b,z—c))=0
(Og(a,b,c)|(x—a,y—b,z—¢))=0

r={(xy,2€R*:g(x.y,2) = f(x,y,2) =0}

Donde se supone que los vectores gradiente Of (a,b, c), Jg(a, b, ¢) son linealmente indepen-
dientes pues, en otro caso, la recta tangente ala curval” en (a,b,c) no esta definida.

b’) Latangente en un punto y(to) = (a,b,c) €l esla recta de ecuaciones paramétricas

(x¥,2) = y(to) +1y'(to) = (a,b,c) +1(X(t0),y'(to), Z (to))
El vector y’(tp) = (X'(to),Y’(t0),Z (to)) es tangente a " en (a,b,c).

Derivadas parciales de orden superior

Supongamos un campo escalar f que tiene derivadas parciales Dxf en un conjunto E C
R". Las funciones Dy f son también campos escalares que podemos, cuando se dejen, volver
a derivar parcialmente en puntos de E. Obtenemos de esta forma las derivadas parciales de
segundo orden de f, es decir las funciones Dj(Dkf), que se representan simbdlicamente de las
formas 5 5

o-f o-f
—(X), =—>(x
anan( ) axi( )
De forma andloga se definen las derivadas parciales de tercer orden de f como las derivadas
parciales de las derivadas parciales de segundo orden de f y se representan por

o3 f ): o3f ): o3 f
0X; OXi OXm o 0X20X;
Es natural preguntarse si el orden en que se realizan las derivadas debe ser o no tenido en
cuenta. Afortunadamente, en la mayoria de los casos podemos olvidarlo porque se verifica el
siguiente resultado.

Djkf(x),

Djkmf (X), (X)

10.22 Definicién. Se dice que un campo escalar f es de clase CX en un abierto E C R" si f tiene
derivadas parciales de orden k continuas en E.

10.23 Teorema. Las derivadas parciales de orden menor o igual que k de un campo escalar de
clase C¥ solamente dependen del niimero de veces que se deriva parcialmente respecto de cada
variable, pero el orden en que se realicen dichas derivaciones no afecta para nada al resultado
final.
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10.1.6. Ejercicios

Como para calcular derivadas parciales de una funcién de varias variables se consideran fijas
todas las variables menos aquella respecto a la que se deriva, calcular derivadas parciales es lo
mismo que derivar funciones de una variable. Solamente debes tener cuidado para darte cuen-
ta qué tipo de funcién es la que tienes que derivar porque ello puede depender de la variable
respecto de la que derivas. Por ejemplo, la funcién f(x,y) =X’ cuando fijas y (para derivar res-
pecto a x) es una funcion potencia (la variable estd en la base y el exponente estd fijo) y cuando
fijas x (para derivar respecto a y) es una funcioén exponencial (la variable estd en el exponente y
la base est4 fija).

Te recuerdo que es muy frecuente, sobre todo en libros de Fisica e ingenierias diversas, re-
presentar las funciones por letras. Asi, lo que los matemaéticos solemos escribir f(x,y) = cogxy)+
xy?, para indicar que f es una funcién de dos variables x e y cuyo valor en el punto (x,y) viene
dado por cogxy) + xy?, suele expresarse de forma menos precisa en la forma z = cogxy) + xy?,
cuyo significado es exactamente el mismo que el anterior cambiando f por z. Naturalmente, en
vez de zpuede usarse cualquier otro simbolo que sea distinto de xe y. Tienes que acostumbrarte
a esta notacion y entender cudndo una letra representa una variable y cudndo representa una
funcion.

1. Calcula las derivadas parciales de primer orden de los campos escalares:
@ f(xy) =xy+22x+yser(xz  (b)z=(C+y)e™  (c)w=xe+z€'+xyz

Xy

2. Calculalas derivadas parciales de primery segundo orden del campo f(x,y,z) = Ty 2

3. Calcula las derivadas parciales de primer y segundo orden de los campos escalares:
(a) z=sen(cos(€¥)) (b)w=log(4+arctgx/y)) (c)u=tg((xy)?) (d)v=arctg(z*)

Te recuerdo que una direccién viene dada por un vector de norma euclidea 1. Siay b son

. . . . b—a
puntos de R" la direccion del punto a hacia el punto b viene dada por el vector o—a

4. Calcula la derivada direccional de f(x,y) =log(1+ /X2 +Y?) en el punto (1,2) en la direc-
cién hacia el origen.

5. Calcula la derivada direccional de z(x,y) = arc tg< > en el punto (1,1) en la direcciéon

Xy
X2 4y?
hacia el punto (2,1).
6. Calcula valores de a, by c para que la derivada direccional de la funcién
f(x,y,2) = axy’ + byz+c2x®
en el punto (1,2, —1) tenga un valor méximo igual a 64 en la direccién del eje OZ.

7. Calcula la ecuaciéon de la recta tangente y de la recta normal a la elipse de ecuacién

x2 y2
2tE=!

en un punto (u,v) de la misma.
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8. Considera la curva dada por las ecuaciones paramétricas x(t) = € +cog, y(t) = e ' +sert.
Calcula la ecuacion de la recta tangente en el punto (x(0),y(0)).

9. Calcula, para los siguientes campos escalares, el vector normal en Py a la curva de nivel
que pasa por dicho punto.

a) f(X,y) = arCtg(ﬁ) Py = (:I.7 1).
B f(xy) = senx+y)

= 2 cosx_y) Po = (T/2,1/4).

X—y
1+ log(1+ x2y?)
da por el vector ortogonal (de norma 1) en el punto (1,1) a la curva de nivel del campo
f(x,y) = xy® 4+ x%y que pasa por dicho punto.

10. Calcula la derivada de h(x,y) = en el punto (—1,—1) en la direccién da-

11. Calculalas ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a cada una de las siguientes
superficies en el punto P, indicado.

-2 -2%-12=0, Py(1,—-1,4); z—log(x*+y?) =0, Py(1,0,0)
AP+ —2x+4y+32+1=0, Py(3,4,—3); 4—x2— 47 =y, Py(0,0,1)
Z(xy—1)— (x+y) =0, Py(1,2,3); z+&+2x+2y—x*—y*—3=0, P,(L,1+ k1)

12. Halla la ecuacién de la tangente a la curva dada como interseccién del elipsoide x? + 4y? 4
272 = 27y el hiperboloide x? 4 y? — 27> = 11 en el punto (3,-2,1).

13. Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la interseccion de las su-
perficies z=xy, x> +y? —2z=4en el punto (3,1,3). Comprueba el resultado expresando
la curva por sus ecuaciones paramétricas.

14. Calcula la ecuacion de la recta tangente a la curva definida por la interseccion de las su-
perficies 4xz= (x+2)y, 322 +y="5xen el punto (1,2,1).

10.1.7. Extremos relativos

10.24 Definicién. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R". Se dice que f tiene
un maximo relativo (resp. minimo relativo) en un punto a<E, si a es un punto interior de E
y existe un nimero r > O tal que B(a,r) C Ey f(x) < f(a) (resp. f(a) < f(x)) para todo xeB(a,r).
Cuando estas desigualdades se verifican de forma estricta se dice que el méximo o el minimo
relativo es estricto.

Los puntos en los que f tiene un maximo o un minimo relativos se llaman extremos relati-
vos de f.

10.25 Proposicién (Condicién necesaria de extremo relativo). Sea f un campo escalar defi-
nido en un conjunto E C R" y supongamos que f tiene un extremo relativo en un puntoackEy
ademds que el vector gradiente de T en a estd definido. Entonces se verifica que 0f (a) = 0. Es decir,
las derivadas parciales de primer orden de f en a son todas nulas.
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Demostracién. Supongamos que f tiene un maximo relativoenaysear > 0talque B(a,r) CEy
f(x) < f(a) para todo xeB(a,r). Definamos ¢:] —r,r[— R por ¢(t) = f(a+tex). La funcién ¢ estd
definida en el intervalo | —r,r[ pues para todo t €] —r,r[ se tiene que ||a+tex—a|| = [t| < r por lo
que a+teceB(a,r) C E. Ademads, para todot €] —r,r| se tiene que ¢(t) = f(a+tex) < f(a) = $(0).
Luego ¢ tiene ent = 0un méximo relativo. Ademés como, por hipdtesis, existe Di f (@), tenemos
que ¢ es derivable ent = 0. Luego ¢’(0) = 0, pero ¢'(0) = Dk f (a). o

10.26 Definicién. Los puntos donde se anula el gradiente de un campo escalar f se llaman
puntos criticos de f. Los puntos criticos de un campo escalar que no son extremos relativos se
llaman puntos de silla.

Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos criticos el hiperplano tangente es “ho-
rizontal”.

La condicién necesaria de extremo relativo no es suficiente. Por ejemplo, el campo escalar
f(x,y) = x? — y? tiene un punto critico en (0,0), pero no tiene extremo relativo en dicho punto
pues en toda bola centrada en (0,0) toma valores positivos y negativos.

Aligual que para funciones de una variable, la derivada segunda proporciona una condicién
suficiente de extremo relativo, para campos escalares de varias variables las derivadas parciales
de segundo orden nos van a permitir dar una condicién suficiente de extremo relativo. Necesi-
taremos para ello el siguiente resultado.

10.27 Proposicién. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y supongamos que
f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas en un punto a interior dek . Sear > 0 tal
queB(a,r) C E. Entonces para todo x con ||x|| <r se tiene que

n n n
f(a+x):f(a)+ZDkf(a)xk+%ZZDJ,kf(a)xkxj+|\x|\2¢(x) con limo(x)=0  (10.7)
k=1 j=1k=1

Demostracion. Fijemos el vector x en las condiciones del enunciado y definamos la funcién
hx(t) = f(a+tx). Dicha funcién estd definida en un intervalo abierto | > [-1,1] y es dos veces
derivable en t = 0. El teorema de Taylor—Young dice que

hy (t) = hx(0) + hy{ (0)t + %hx”(O)tz—i-tzr(t,x) (10.8)
contlinar(t,x) = 0. Pongamos y(t) = a+tx, con lo cual hy(t) = f(y(t)). Por (10.6) tenemos que
n n
hé(t) = _Dif(t)Y'j(t) = > _Djf(y(t)x; (10.9)
j=1 j=1

Donde hemos tenido en cuenta que las componentes de y son yj(t) = a; + tx;. En particular
n
h¢(0)=> Djf(a)x; (10.10)
=1

Volviendo a derivar la igualdad (10.9) ent = 0, aplicando otra vez la misma regla de derivaciéon
alos campos escalares D f(y(t)), obtenemos

hy'(0) = Z <Z Dj’kf(a)xk> Xj = ZZ Dj’kf(a)Xka (10.11)

j=1 \k=1 j=1k=1
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Sustituyendo las igualdades (10.10) y (10.11) en (10.8) y haciendo t = 1 obtenemos
f(a+x) = f(a +ZDkf )X+ = ZZDka )%iXj + (1, X)
j=1 k=1

Solo queda probar que r(1,x) puede escribirse en la forma r(1,x) = [|x||*¢(x) con limy_od(x) =0
pero esto vamos a dejarlo para otra ocasion.

10.28 Definicién. Sea f un campo escalar de n variables que tiene derivadas parciales de se-
gundo orden continuas en un punto a. La matrizn x n

H(f,a) = (Dii f(a))lsi,jsn

se llama matriz hessiana de f en a.

Observa que la matriz hessiana es simétrica porque Djj f (a) = Dji f(a). En consecuencia, di-
cha matriz define una forma cuadrética, que representaremos por Q(f,a), que viene dada para
todo x = (x1,%p, ...,X%,) €R" por

Q(f,a)(x) =x-H(f,a)-x'=> " "Djif (a)xex;

j=1k=1

“w »

donde el punto indica producto matricial y x' es el vector columna x. Con esta notacion
podemos escribir la igualdad (10.7) en la forma

1
f(a+x) = f(a)+ (Of(a)|x) + zQ(f,a)(x) +Ix/[?¢(x) donde )I(irr(l)q)(x) =0 (10.12)
Si suponemos que a es un punto critico de f podemos escribir
f(a+x) = f(a)+ :—ZLQ(ta)(x) +x|I?¢(x) donde Iir‘rg)q)(x) =0 (10.13)
X—

De donde se sigue que

X = 2 IIZQ( a)(x)+¢(x) donde [imp(x) =

Teniendo en cuenta que las formas cuadréticas son polinomios homogéneos de grado 2, es

decir, Q(f,a)(Ax) = A?Q(f,a)(x), se tiene que 2|—1”2Q(f,a)(x) = %Q(f,a)(x/ IX]]). Resulta asi la
X
igualdad
f(a+x)—f(a)

- 2Q(1,a)(x/ ) +¢(x) donde fimp(x) =0 (10.14)
X —>

10.29 Definicién. Una forma cuadrética Q(x) = Z," j—10ijXXj se llama:

e Positiva definida si Q(x) > 0 para todo xeR" con x # 0.

e Semidefinida positiva si Q(x) > 0 para todo xeR".

e Positiva negativa si Q(x) < O para todo xeR" con x # 0.

e Semidefinida negativa si Q(x) < O para todo xeR".

e No definida si hay vectores x para los que Q(x) > 0y hay vectores x para los que Q(x) < 0.

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculo - Ing. de Telecomunicacién



Extremos relativos 187

10.30 Teorema. Sea f un campo escalar definido en un conjunto E C R" y supongamos que f
tiene derivadas parciales de segundo orden continuas en un punto a interior de E que ademds es
un punto critico de f. Sea Q(f,a) la forma cuadrdtica asociada a la matriz hessiana de f en a.

Q(f,a)(x) =x-H(f,a)-x' =) "> "Djxf(a)xe;

=1 k=1

a) Si la forma cuadrdtica Q(f,a) es definida positiva entonces f tiene en a un minimo relativo
estricto.

b) Si la forma cuadrdtica Q(f,a) es definida negativa entonces f tiene ena un mdximo relativo
estricto.

¢) Si la forma cuadrdtica Q(f,a) es no definida entonces f tiene un punto de silla en a.

d) Si f tiene un mdximo relativo en a entonces la forma cuadrdtica Q(f,a) es semidefinida
negativa.

e) Si f tiene un minimo relativo en a entonces la forma cuadrdtica Q(f,a) es semidefinida
positiva.

Demostracién. Como Q(f,a) es una funcioén polinémica y, por tanto, continua, y la esfera uni-

daddeR", §(0,1) = {ueR": |ju|| = 1}, es un conjunto compacto, en virtud del teorema de Weiers-

trass, dicha funcién alcanza un minimo valor y un maximo valor en S(0,1). Sea
m=min{Q(f,a)(u) : [luff =1}, M =max{Q(f,a)(u): [ul| =1}

a) Supongamos que Q(f,a) es definida positiva. Entonces se tiene que m> 0.y, por la igualdad

(10.14), tenemos que

f(a+x)—f(a)

1[I

La condicién Iirrg) ¢ (x) = O garantiza la existencia de un nimero s> Otal que |$(X)| < m/4 siempre
X—

= SQULaX/[XI) +6(x)> 3 +6(x) donde limp(x)=0

que 0 < ||x|| < s. En consecuencia, si en la desigualdad anterior suponemos que 0 < ||X|| < s, se

tiene
f(a+x)—f(a) m m_m

2 2 4 4
Deducimos que f(a+x) — f(a) > Opara todox con 0 < ||x|| < s. O, lo que es igual, f(z) — f(a) >0
para todo ztal que 0 < ||[z—a|| < s. Lo que prueba que f tiene en a un minimo relativo estricto.

>g+¢(x)> >0

Los demds puntos se prueban de forma parecida. O

Para poder usar el resultado anterior hay que saber clasificar una forma cuadratica. Hay
varios procedimientos sencillos para ello. Los dos que siguen a continuacién son los que me
parecen mds comodos.

Clasificacion de formas cuadraticas

Sean 2 = (aj) una matriz simétrica de nimeros reales y

1<i,j<n

n
Q) =x-a-x'=> ajx« (10.15)
=

Universidad de Granada Prof. Javier Pérez
Dpto. de Andlisis Matematico Célculo - Ing. de Telecomunicacién



Extremos relativos 188

la forma cuadratica definida por 4. Los valores propios de 4 son las raices del polinomio carac-
teristico p(A), que se define como el determinante de la matriz 2 — Al :

P(A) =|a — Al

Es sabido que, en la situacién que estamos considerando, las raices de dicho polinomio son
todas reales.

SeanAj (1< j<n)losvalores propios de 4. Se demuestra que hay una base B = {uz,up,...,Un}
en R" tal que para todo vector xeR" se tiene que

Qa(x) = Z)‘jsz
=1

donde (x1,X2, . ..,%n) sonlos coordenadas del vector x en la base B. De aqui se siguen los siguien-
tes criterios.

e Laforma cuadréitica Q, es definida positiva si, y s6lo si, todos los valores propios de 2 son
positivos.

e Laforma cuadratica Q, es definida negativa si, y s6lo si, todos los valores propios de 2 son
negativos.

e Lacuadrética Q4 esno definida si, y s6lo si, 4 tiene valores propios positivos y negativos.

e Laforma cuadrdtica Q, es semidefinida positiva si, y s6lo si, todos los valores propios de 4
son mayores o iguales que 0.

e Laforma cuadrética Q, es semidefinida negativa si, y sélo si, todos los valores propios de 4
son menores o iguales que 0.

Para aplicar estos criterios no es preciso calcular los valores propios de 4 sino solamente
saber cuadntos de ellos son positivos, negativos o nulos. Afortunadamente, hay un criterio que
nos proporciona esta informacién sin mdas que observar los coeficientes del polinomio carac-
teristico.

10.31 Proposicién (Regla de los signos de Descartes). Sea f(X) = anX" +an_1xX" 14 - +ax+ap
un polinomio con coeficientes reales y cuyas raices son todas niimeros reales. Se verifica entonces
que:

a) El niimero de raices positivas de T (contando multiplicidades) es igual al niimero de cam-
bios de signo en la sucesioén (an,an_1, .. .,81,80) de los coeficientes de f.

b) El niimero de raices negativas de f (contando multiplicidades) es igual al niimero de cam-

bios de signo en la sucesion ((—1)"an, (—1)"aq_1,...,—a1,a0) de los coeficientes de f(—Xx).

Para contar los cambios de signo en la sucesion de coeficientes se saltan los coeficientes nu-
los. Por ejemplo, si f(x) = 2x84-x° —x3+x? — 5, la sucesion de coeficientes de f es (2,1,0,—1,1,0,—1)
cuyo nimero de cambios de signo es 3.

10.32 Corolario. Sea p(\) el polinomio caracteristico de la matriz hessiana de f en a. Entonces.

e Sip(A) tiene grado n, todos sus coeficientes son distintos de cero y tienen igual sigo, se verifica
que f tiene un mdximo relativo estricto en a.
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e Sip(M) tiene grado n, todos sus coeficientes son distintos de cero y van alternando su sigo, se
verifica que f tiene un minimo relativo estricto en a.

e Sip(N) tiene grado n, sus coeficientes nulos van seguidos y llegan hasta el término indepen-
diente y los coeficientes no nulos tienen igual signo o van alternando su sigo, entonces no puede
afirmarse nada.

e En todos los demds casos, f tiene un punto de silla en a.
Otro criterio para estudiar el caracter de la forma cuadratica (10.15) se basa en la sucesién

de signos de los menores principales de la matriz 4. El menor principal de orden k es el deter-
minante A = |aij|,; 4 Se verifica que:

e Sitodos los determinantes principales son positivos la forma cuadrdtica es definida posi-
tiva.

e Silos determinantes principales son todos distintos de cero y van alternando signo siendo
el primero de ellos negativo, la forma cuadrdtica es definida negativa.

e Silos determinantes principales son nulos a partir de uno de ellos en adelante y los no nu-
los son positivos o van alternando signo siendo el primero de ellos negativo, no puede afirmarse
nada.

e Enlos demds casos la forma cuadrdtica es no definida.

Observa que cuando la dimension n es par, si el determinante de la matriz 2 es negativo
entonces la forma es no definida.

Podemos particularizar este criterio para el caso de dos dimensiones.

Sea A C R? un conjunto abierto y sea f un campo escalar definido en A que tiene derivadas
parciales de segundo orden continuas. Supongamos que (a,b) € Aes un punto critico de f y sea

2 2
2e@D 5o.(@b)

H(f,(a,b)): aZf aZf
m(aab) 6_)/2(a’b)

la matriz hessiana de f en (a,b) y notemos detH(f, (a,b)) su determinante.

2
= SidetH(f,(a,b)) >0y 372 (a,b) > Oentonces f tiene en (a,b) un minimo relativo estricto.

2f
= SidetH(f,(a,b)) >0y 37(5" b) < O entonces f tiene en (a,b) un méximo relativo estricto.

= SidetH(f,(a,b)) < 0 entonces f no tiene extremo relativo en (a,b). Se dice que (a,b) es un
punto de silla de f.

= Cuando detH(f,(a,b)) =0 el conocimiento de la matriz hessiana no permite decidir si hay
o no hay extremo relativo en (a,b). Cuando esto sucede puede ser interesante estudiar el
comportamiento de las curvas f(a,t +b) y f(a+t,b). Si alguna de dichas curvas no tie-
ne extremo relativo o tienen extremos relativos de distinta naturaleza en t = 0, podemos
concluir que en (a,b) no hay extremo relativo de f.
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Ejercicios

1. Determinar los extremos relativos de las funciones:

f(x,y) = 2 + 6xy? — 3x% + 3y; f(xy) = X2 — X2+ y* —y°;
22

f(x,y):w; f(x,y) = 2¢% + y* + 8x — By + 20;

fxy) = = +axy—2y° +1; f(x,y) = cog(x) coly)

f(x,y) = 2X+y-+X2+Xy+y>; f(x,y) = x2y2 —x2—y?,

f(xy) = xlogy — x f(xy) =24 4y —ax2 — 2y

f(X,y) =xy(1—x-y); f(X,y) = =43+ 6x%y + 3y* — 4y°
f(X,Y,2) = X2+ y2+ 322 + yz+ 2xZ— Xy; F(x,y,2) = (x2+ 22) @0P 740,
f(X,Y,2) = Xy+Xz+YzZ f(xy,2) = (x+ 2) e X0 2+

2. Trazar un plano que pase por el punto (1,2,3) y que forme con los ejes coordenados un
tetraedro de volumen minimo (el volumen del tetraedro es un tercio del drea de la base
por la altura).

3. Recta de minimos cuadrados. Dados n puntos (x;,y;) € R?, determinar los nimeros o'y
n 2
para que la cantidad Z (yi —ox — [3) sea minima.
i=1

4. Dados mpuntos a €R", calcular el valor minimo de la funcién f(x) =Y, [|x — & 112

10.1.8. Funciones vectoriales. Matriz jacobiana

Una funcién vectorial es cualquier funcién que toma valores en un espacio vectorial de di-
mension mayor mayor que 1. Las curvas en el plano o en el espacio son funciones vectoriales
de una variable. Ahora nos interesa considerar funciones vectoriales de varias variables.

10.33 Definicién. Sean fi, fs,..., f,, campos escalares definidos en un subconjunto E C R". La
funcién F : E — R™ definida para todo x = (x1,X2, ...,%n) €E por

F(x) = (f1(x), f2(x),..., fm(X))

es una funcion vectorial de n variables y m componentes. Suele escribirse F = (f1, f2,..., fm). El
nombre de campo vectorial se aplica a aquellas funciones vectoriales que tienen igual nimero
de variables que de componentes, esto es, para funciones definidas en un subconjunto de un
espacio vectorial y que toman valores en dicho espacio vectorial.

10.34 Definicién. Sea F = (f1,f2,...,fm) : E — R™, donde E C R", una funcién vectorial de n
variables y m componentes. Sea a un punto interior de E. Se dice que F es diferenciable en a
si los campos escalares fy, f2,..., f;y componentes de F son diferenciables en a. En tal caso, la
matriz cuyas filas son los vectores gradiente [Ifj(a), esto es la matriz de m filas y n columnas
(Djfi(a)) 1<i<m, se llama matriz jacobiana de f en ay se representara por J(f,a).

1<j<n

La aplicaci6n lineal DF(a) : R" — R™ definida para todo x€R" por

DF(a)(x) = J(f,a) - x'
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donde “.” indica producto matricial y x* es el vector columna x, se llama diferencial de F en a.

En términos del producto escalar, podemos escribir para todo x e R™:

DF(a)(x) = ((Ofi(a) |x),(Of2(a)|x),...,(Ofm(@) |x) ) €ER™

Es facil deducir a partir de esta igualdad y de la definicién de campo escalar diferenciable que

se verifica
fim F(x)—F(a)—DF(a)(x—a)

=0
x—0 [Ix —all

10.35 Teorema (Regla de la cadena). SeanF:E —R™ E CR", y G: A—R", ACRY, funciones
vectoriales tales que G(A) C E de manera que la composicion H =Fo G : A — R™ estd definida.
Supongamos que G es diferenciable en un puntoacAy queF es diferenciable en el punto G(a) €E.
Entonces se verifica que la funcion compuestaH es diferenciable en a, y su diferencial viene dada
como la composicion de las respectivas diferenciales :

DH(a) = DF(G(a))oDG(a) (10.16)

Observa que la composicion tiene sentido pues DG(a) : RY—R" y DF((G(a)) : R" — R™, por
lo que la composicidn es una aplicacion lineal de RYaR™, como debe ser pues H es una funcion
vectorial de g variables y m componentes.

La expresion de la igualdad (10.16) por medio de matrices jacobianas es
J(H,a) =J(F,G(a)) -J(G,a) (10.17)

Poniendo H = (hy,hy,...,hm), F = (f1,f2,..., fm), G = (01,02, ...,0q); notando las variables por
X = (X1,X2, .-, %) ER", ¥y = (y1,¥2,...,Ym) ERY, y escribiendo b = G(a), tenemos que

(—ghi (a)) - <_af‘ (b)) o <—ag_k (a)) b=G(a)
Vi 1<i<m O0Xk 1<ism \ 0Yj 1<ksn
1<j<q 1<ksn 1<j<q

De donde se sigue

b=G(a 1<is<sm 1<j< (10.18)
ayJ kZ 3y, @ @ j<a)

Esta igualdad constituye la regla de la cadena para derivadas parciales y es importante que
aprendas a aplicarla y que entiendas lo que dice. Voy a intentar facilitarte las cosas.

Primero, lo més frecuente es que F sea un campo escalar. Supongamos, pues, que en lo
anterior, F = f es un campo escalar, en cuyo caso h = f o G también es un campo escalar. La
igualdad (10.18) queda ahora

I o) = Zji(b)ﬁ—ﬁ?(a) b=G(a) (1<j<q) (10.19)

En esta igualdad se interpreta que la funciéon G : A— E C R" lo que hace es un ‘cambio de
variables”. Hablando familiarmente, podemos decir, que las “variables antiguas” de la funcién
f, esto eslas X = (X1, X2, ..., %n) € E se han sustituido por “variable nuevas” y = (y1,Y2,...,Yq) €AY
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la funcién f se ha “expresado en estas nuevas variables” dando lugar a la funcién h. La relacién
entre unas variables y otras viene dada por

X = Ok(Y1,Y2;---,¥q), 1<k<n (10.20)

De esta manera podemos interpretar la igualdad (10.19) en la forma siguiente:

Para derivar la funcion nueva h, respecto a una nueva variable yj, se derivala funcién
antigua f respecto a cada una de sus variables xx y se multiplica por la derivada de
cada una de ellas xx = gk(Y1, Y2, . .,Yq) respecto a la variable y;.

Ya se ve que la situacién esta pidiendo que hagamos algunas simplificaciones que, ademads, son
las que se hacen siempre en la practica porque, aunque son algo confusas facilitan mucho los
célculos.

Lo primero que se hace es identificar las funciones gk que introducen las nuevas coordena-
das con las coordenadas antiguas x, es decir, vemos las coordenadas antiguas como funciones
de las nuevas y esto lo escribimos en la forma siguiente.

:Xk(Yl7YZa---7Yq)7 1<k<n (1021)

Con esta notacion, la igualdad (10.19) queda como sigue.
oh " of X .
(@)=Y o-(b)3<(@ b=G@ (1<j<q) (10.22)

Observa el doble papel que desempefia a la derecha de esta igualdad la letra x; cuando se deriva
respecto de ella representa una variable y cuando ella se deriva respecto de una variable nueva
representa una funcion.

La igualdad (10.22) ya es bastante facil de recordar pero todavia se siguen haciendo en la
préctica, sobre en todo en los textos de Fisica que suelen usar notaciones muy desafortunadas,
algunas simplificaciones adicionales (y peligrosas). A saber: no se distingue entre la funcién
f y la funcién h porque, como suele decirse en esos textos aludidos, son “la misma funcion
expresada en distintas variables”. Haciendo la identificacién de f con hnos queda lo siguiente.

Z axk b=G(a) (1<j<Q) (10.23)
an

OYJ ayJ

Aquilaletra f desempefia un doble papel: a la izquierda es la funcién compuesta y a la derecha
es la funcién dada en sus variable iniciales.

Todavia suele darse un pasito mas que consiste en representar la funciéon f con unaletra que
suele usarse para representar variables; a saber, la letra z. Esto es frecuente también en textos
de Fisica. Vamos a hacerlo asi.

0z, -0z, 0% B .
_(a)_zaxk(b)a_w(a) b=G(a) (1<j<q) (10.24)

Todavia hay algo que podemos simplificar. Habrds observado que siempre indico la relacion
que hay entre los puntos b y a. Eso es muy importante para entender lo que se hace. Hay que
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saber donde se evaliian las derivadas parciales de cada funcién. Pues bien, eso no se indica
jamds en textos de Fisica. Nunca se indica en dénde se evaltian las derivadas parciales. Asi que
vamos a suprimirlo.

— (1<j<q) (10.25)

Debes de familiarizarte con esta igualdad y saber reconocer en ella la igualdad de partida. Y no
olvides la forma en que se evalta esta igualdad. Lo vuelvo a poner.

0z 0z O0Xy .
a_y,-(Y) =k2:;a—)q((G(y))—(y) (1<j<q) (10.26)

Si tuviéramos que volver a derivar en esta igualdad respecto a una variable yy se derivaria como
de costumbre: la derivada de una suma es la suma de las derivadas y para derivar el producto se

aplica la regla usual. Pero hay un detalle muy importante y es que la funcién 6672 (G(y)) vuelve
k

L 0z . .
a ser la funcion compuesta del campo escalar T con la funcién G. Por tanto para derivarla

hay que aplicarle la misma regla que hemos aplicado para derivar zcomo funcién compuesta
v que nos ha llevado a la igualdad anterior. Es por eso que el calculo de derivadas parciales de
segundo orden en funciones compuestas suele ser bastante engorroso y es facil equivocarse si
no se sabe lo que se hace.

10.36 Ejemplo. Vamos a calcular g_)z( siendo z= u?+V° + 3uvdonde u = x* +y?, v = ser(xy).

Asi es como suelen enunciarse estos ejercicios y debes entender bien el enunciado. Nos
estdn dando una funcién de las variables (u,v) a la que llaman z Esto es la letra z representa
una funcién, a saber, z= u?+V° + 3uv. Nos estan dando un cambio de variables por medio de las

. . 0z s .

igualdades u = x? 4 y?, v = ser(xy). Y nos piden calcular N Esto dltimo ya nos dice claramente
. . 0z .

que debemos ver z como funcién de x e y, es decir, la letra zen — es la funcién que nos dan

0X
después de sustituir en ella las nuevas variables, o sea, la funcién compuesta de z = u?+v° 4 3uv
con G(x,y) = (2 + Y2, ser(xy)).
Sabemos que
0z 0zdu 0zodv
303k Tavax — QU+ (5v*+ 3u)ycogxy)

Si lo dejamos asi escrito parece que 6_)2( depende de 4 variables. Pero no es asi porque en la
igualdad anterior las variables son X e y (las nuevas variables) mientras que uy v (las antiguas
variables) vienen dadas por u= X2 4y, v = ser(xy). Por tanto, es mejor hacer la sustitucion, con
lo que resulta

0

52( = (20 +Y?) + 3serixy))2x+ (5seft (xy) + 3¢ + y?)ycogxy)

que nos da el valor de la derivada parcial de la funcién compuesta en un punto (x,y). En este
caso es muy sencillo calcular la funcién compuesta. Hazlo y comprueba el resultado obtenido.

¢
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Ejercicios

Consideremos una funcién de dos variables x e y, z= z(x,y), y supongamos que expresamos
xeyen funcién de nuevas variables uy v, lo que indicamos en la forma x = x(u,v), y = y(u, V). De
esta forma la funcién zes funcién (funcién compuesta) de las “variables libres” uyv, a través de
las “variables dependientes” x e y. Se trata de calcular las derivadas parciales de zrespecto de
las nuevas variables u y v. La regla para hacerlo es la siguiente: para derivar una funcién

= Z(va)a X:X(U,V), y:y(U,V)

respecto de una nueva variable, se deriva zrespecto de cada una de las antiguas variables y se
multiplica por la derivada de cada antigua variable respecto de la nueva variable. Se entiende
mejor si lo escribimos simbdlicamente

0z 0zox 0zay

du  oxdu  dyau
En esta igualdad debes darte cuenta de que a la izquierda, como estamos derivando respecto a
u, laletra zrepresenta a la funcién compuesta z= z(x(u,v),y(u,v)) y la derivada estd calculada en
un punto (u,v). En la parte derecha de la igualdad la letra zrepresenta la funcion dada z= z(x,y)
y las letras x e y representan variables (cuando se deriva respecto de ellas) y funciones (cuando
se derivan respecto de u). Debe entenderse que cuando se sustituye un valor de (u,v) en la
igualdad los valores de x e y deben sustituirse por x = x(u, V), y = y(u, V).

1. Sea z=cogxy) +€ ! cosx donde x=u?+v,y=u—V2 Calcular % en el punto (u,v) = (1,1).

2. Seau= (x+y)*+y?(z+x)®donde x=rse!, y=rslog(1+t?), z=r?scos. Calcula g—lsj cuando
r=2s=1,t=0.

3. Sea z= f(x,y), y pongamos x = u® + Vv, y = u/v. Calcular las derivadas parciales de de z
respecto de las nuevas variables uy v en funcion de las derivadas parciales de z respecto
dexey.

4. Seau=x'y+Yy°Z + ¢ (x/y), donde

x=1+rsé
y=rs?et
z=r?ssert

Calcular % cuandor =2,s=1,t =0, sabiendo que ¢'(3/2) = —

5. Sea z= f(x,y) donde x=s*+r4 y=2rs Calcula 0z (2 2y gy( 2). Siendo g (1,1)=-2
0z
6. Prueba que la funcion F(x,y) = f(z> y2) donde f es una funcion real derivable, verifica la
igualdad
oF
(x +y2 — +2 Yoy =0
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7. Prueba que la funcién F(u,v) = f(uv,(u?> —v?)/2), donde f:R? — R es una funcion dife-

renciable, verifica la igualdad
01\2, (91V] _ (F\?, (9
ox ay ~\adu ov

8. Seaz= f(x,y), donde x=pcosd, y = psend. Calcula 0z/dp y 9z/d9 y prueba que

07\?, (02\?_ (02\? 1 (0z)*
ox ay) \op p2 \ 09

9. Seag(st) = (s> —t2,t2 — ). Prueba la igualdad tg—g + s% =0.

10. Seau= f(x,y) donde x = €°cog, y = €sert. Justifica que
U U (62u 62u)

(U2 +V?)

» o ¢ \a2 oz
11. Seaz= f(x,y), donde x = pcosy, y = psend. Prueba que

0z 02 0%z 10% 10z
ox2  dy2  0p2  p2092  pap

12. Seaz= f(x,y) donde x = x(u,v), y = y(u,v). Prueba que

02 9%z [ox\° _ 0%z oxdy 0%z [dy\?> 0zox 0z 0¥
= X +2 o

o2 ax2"\au axdyoudu = ay? o oy

E indica la forma e que se evaliian estas funciones.

13. Una funcién se llama homogénea de grado neN si f(tx,ty) = t"f(x,y). Prueba que en tal

caso se verifica la igualdad

xﬂ+ gfnf(x )
ax yay— Y

14. Sean las funciones f(x,y,z) = (€“+y?, A€ +y), g(u,v) = v? + logu para (u,v) €R x R*. ;Qué
valor debe tener A para que la derivada direccional maxima de go f en (0,0,0) sea igual a
1?

10.1.9. Extremos condicionados

En la teoria de extremos relativos se supone que las variables pueden tomar valores en cual-
quier punto de un conjunto abierto, es decir, pueden “moverse libremente” en dicho conjunto.
En muchos, por no decir que en la mayoria, de los problemas reales las variables no tienen
tanta libertad y estdn obligadas a satisfacer ciertas condiciones que en Fisica suelen llamar-
se ‘‘ligaduras”. Por ejemplo, supongamos que un movil se mueve en una curva I dada por la
interseccién de dos superficies; para cada punto (x,Y,z) €I la energia cinética del mévil viene
dada por una funcién conocida f(x,y,z) y queremos calcular los puntos de la trayectoria donde
dicha energia es méxima o minima. En esta situacion las variables x,y,zno son libres sino que
deben satisfacer la condicién (x,y,z) €. Otro ejemplo; supongamos que la temperatura en un
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punto (x,y,z) de la superficie terrestre viene dada por una funcién T(x,y,z) y queremos calcular
los puntos de mayor y menor temperatura. Aqui las variables tampoco son libres pues deben
verificar una condicién de la forma x2 +y? + 72 = R donde Res el radio de la Tierra. Igualmente,
en problemas de optimizacién de costes o beneficios las variables estdn siempre sometidas a
restricciones que dependen de las condiciones de produccién o del mercado.

Es importante que comprendas la diferencia entre un problema de extremos relativos “li-
bres” y un problema de extremos condicionados. Considera el siguiente ejemplo.

10.37 Ejemplo. La funcién f(x,y) = xye"2er2 tiene un tnico punto critico, el origen, que es un
punto de silla. Por tanto dicha funcién no tiene extremos relativos en R?. Supongamos que
imponemos a las variables la condicién x> +y? = 1 y queremos calcular el méximo valor de
f(x,y) cuando se verifique que x* +y? = 1. Fijate en que el problema es completamente distinto.
Ahora solamente nos interesan los valores que toma la funcién f(x,y) en el conjunto

K={(xy)er?:x+y*=1}

Sabemos que dicho conjunto es un conjunto compacto (es cerrado — porque coincide con su
frontera—y acotado); ademads la funcién f es continua, por tanto podemos asegurar, de entrada,
que tiene que haber algiin punto (a,b) €K en el cual la funcion f alcanza su mayor valor en K
(y tiene que haber otro donde alcance su menor valor en K). Calcular dicho punto es, en este
caso, muy sencillo pues para (x,y) €K se tiene que f(x,y) = exy. Como para (x,y) €K se tiene que
y =41 —x2y los valores negativos de f no nos interesan porque queremos calcular el mayor
valor que toma en K, se sigue que

max{f(x,y): (x,y)eK} = méx{exx/l—xz: —-1<x< 1}

Nuestro problema se ha convertido en calcular el maximo absoluto de la funcién h(x) = exv/1 — x2
para —1<x< 1l ¢

De hecho, td has resuelto ejercicios de extremos condicionados aunque no seas consciente
de ello. Por ejemplo, seguro que alguna vez has resuelto el siguiente ejercicio.

10.38 Ejemplo. Entre todos los rectangulos cuyo perimetro es igual a 16 calcular el que tiene
drea maxima.

Este ejercicio puedes plantearlo como sigue. Sea f(x,y) = xyla funcién que da el drea de un
rectangulo cuyos lados tienen longitudes x e y. Se trata de calcular el maximo de f(x,y) cuando
las variables verifican la condicién 2x+ 2y = 16. Por tanto, es un problema de extremos condi-
cionados. Seguro que ahora recuerdas algunos otros ejercicios parecidos a este que has hecho
sin saber que estabas haciendo problemas de extremos condicionados. La raz6n es clara: la
condicién que nos dan es tan sencilla que permite despejar una variable en funciéon de la otra,
y=8—Xx, con lo que nuestra funcién se convierte en xy= x(8 —x) y el problema queda reducido
a calcular el mayor valor de x(8 — x) cuando —8 < x< 8. ¢

Los ejemplos anteriores ponen de manifiesto que los problemas de extremos condicionados
en los que puede utilizarse la condicion que nos dan para despejar una variable en funcién de
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otra, se reducen fdcilmente a problemas de extremos de funciones de una variable. Pero supon-
gamos ahora que cambiamos la condicién del ejemplo 1 por la siguiente:

x—e4y+e&+sin(l+xy) =2

La cosa se complica porque ahora es imposible usar la condicién impuesta para despejar una
variable en funcién de la otra. Ahora si tenemos un auténtico problema de extremos condicio-
nados.

Lo antes dicho para funciones de dos variables puedes generalizarlo para funciones de tres
variables. Por ejemplo el problema de calcular las dimensiones de un ortoedro de volumen
igual a 8 para que su superficie lateral sea minima, puedes plantearlo como sigue: calcular el
maximo de

f(X,y,2) = 2xy+ 2xz+ 2yz

(la funcién que da la superficie lateral de un ortoedro cuyos lados tiene longitudes x, y, 2) con la
condicién xyz= 8. Se trata de un problema de extremos condicionados, pero la condicién dada
permite despejar una variable en funcién de las otras dos z= 8/(xy) con lo que nuestra funcién
queda 2xy+ 2xz+ 2yz= xy+ 16/y+ 16/x funcién de la que hay que calcular su minimo absoluto
cuando 0 < x, 0 < y. Hemos convertido asi el problema en uno de extremos relativos de una
funcién de dos variables. Pero si cambiamos la condicién anterior por la siguiente

X’yZ +serl+xz +y—e*=1
o bien, si imponemos dos condiciones como las siguientes:
log(14+ 3% +y?) +sin(l+x2) —1=0, eV 2 cogxys +x°Z—-3=0

entonces no podemos usar esa condicién (o condiciones) para despejar una variable (o dos
variables) en funcién de las otras (de la otra).

La teoria de extremos condicionados te dice como proceder en este tipo de problemas inde-
pendientemente de que la condicién (o condiciones) que nos den sea més o menos facil y per-
mita o no despejar variables. El resultado bésico de esa teoria, que proporciona una condicion
necesaria de extremo condicionado, es el teorema de Lagrange. Para facilitar su comprension,
en vez de dar un enunciado general, lo enuncio en los tres casos que se presentan con mayor
frecuencia. Antes de enunciarlo conviene dar la definicién de extremo local condicionado.

10.39 Definicién. Sea f un campo escalar de n variables y Sun subconjunto de R". Se dice que
f tiene un méximo (resp. minimo) local condicionado (por la condicién x€ S) en un punto ac$S
sihay un ndmeror > Otal que para todo xe B(x,r) N Sse verifica que f(a) > f(x) (resp. f(a) <g(x)).
Cuando f tiene en aun maximo o un minimo local condicionado (por la condicién x€ S) se dice
que f tiene un extremo condicionado en a.

Teorema de Lagrange

En lo que sigue supondremos que las funciones que intervienen tienen derivadas parciales de
primer orden continuas.
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a) Consideremos el problema de calcular los extremos locales una funcién de dos variables
f(x,y) cuando las variables estan obligadas a moverse en una curva I’ dada por g(x,y) = 0:

r={(xy)eR?:g(x,y) =0}

Es decir, se trata de un problema de extremos condicionados por la condicién (x,y) €I o, equi-
valentemente, g(x,y) = 0.

Ademéds de las condiciones de derivabilidad que se han supuesto al principio, hay que supo-
ner que el vector gradiente de g no se anula en los puntos de I'. En estas hipdtesis, para que un
punto (a,b) €l sea un extremo local condicionado de f, es necesario que los vectores gradiente
de f yde gen el punto (a,b) sean linealmente dependientes; es decir, que exista un nimero real
Ao tal que

of g, ..
&(avb)+)\0&(avb) =0
Of(a,b) +Aodg(a,b) = 0 <= of 5
g _
ay (a7 b) +)\an(a7 b) =0

Como debe cumplirse también que g(a,b) = 0, para recordar estas tres condiciones que debe
cumplir el punto (a,b) se suele definir una nueva funcién de tres variables, llamada funcién de
Lagrange, por

FOoYA) = Fxy) +Ag(xy)
y las condiciones anteriores nos dicen que el punto (a,b,Ag) es un punto critico de la funcién
de Lagrange, es decir, es solucion del sistema de ecuaciones (llamado sistema de Lagrange):

oF of ag

&(Xaya)\) = &(Xay)—’—}\&(xay) =0
oF of og
a_y(xaya)\) - a_y(xay)_F)\a/(Xay) =0
oF

(xy,A) =g(xy) =0

By

b) Consideremos el problema de calcular los extremos locales una funcién de tres variables
f(x,y,z) cuando las variables estdn obligadas a moverse en una superficie Sdada por g(x,y,z) =0:

S={(x¥,2 €R®:g(x,y,2) =0}

Es decir, se trata de un problema de extremos condicionados por la condicién (x,y, z) € So, equi-
valentemente, g(x,y,z) = 0.

Ademéds de las condiciones de derivabilidad que se han supuesto al principio, hay que su-
poner que el vector gradiente de g no se anula en los puntos de S. En estas hipétesis, para que
un punto (a,b,c) € Ssea un extremo local condicionado de f, es necesario que los vectores gra-
diente de f y de g en el punto (a,b,c) sean linealmente dependientes; es decir, que exista un
ntmero real Ag tal que

of dag
& (a7 b7 C) +)\0&(aa ba C) =0
of ag
Of(a,b,c) +Aodg(a,b,c) = 0 <= a—y(a, b,c) +)\o®(a, b,c)=0
of ag
E (a7 b7 C) + )\Oa_z(aa ba C) =0
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Como debe cumplirse también que g(a,b,c) = 0, para recordar estas cuatro condiciones que
debe cumplir el punto (a,b,c) se suele definir una nueva funcién de cuatro variables, llamada
funcion de Lagrange, por

F(X,Y,ZA) = f(X,Y,2) +Ag(X,Y,2)

y las condiciones anteriores nos dicen que el punto (a, b, c,Ap) es un punto critico de la funcién
de Lagrange, es decir, es solucion del sistema de ecuaciones (llamado sistema de Lagrange):

g—z(x,y,z,)\) = %(x,y,z)Jr)\%(X,y,Z) =0
%—i(x,y,z,)\) = %(x,y,z)Jr)\g—s(X,y,Z) =0
%—Z(x,y,z,)\) = %(x,y,z)Jr)\%(X,y,Z) =0
Z—E(x,y,z,)\) =0g(x,¥,2)=0

c) Consideremos el problema de calcular los extremos locales una funcién de tres variables
f(x,y,2z) cuando las variables estdn obligadas a moverse en una curva ' dada por g(x,y,z) =
h(x,y,z) = 0:

r={(xy,2€R:g(x,y,2) = h(x,y,2) = 0}

Es decir, se trata de un problema de extremos condicionados por la condicién (x,y,z) €T o,
equivalentemente, g(x,y,z) = h(x,y,z) = 0.

Ademéds de las condiciones de derivabilidad que se han supuesto al principio, hay que supo-
ner que los vectores gradiente de gy de h son linealmente independientes en todo punto de I".
En estas hipoétesis, para que un punto (a,b,c) €l sea un extremo local condicionado de f, es ne-
cesario que los vectores gradiente de f, gy hen el punto (a, b, c) sean linealmente dependientes;
es decir, que existan nimeros reales A, | tales que

of dg oh B
&(aa ba C) +)\0&(a7 b,C) + m&(aa ba C) =0
of dg oh

Of(a,b,c) +Aodg(a, b, c) + poh(a,b,c) = 0 <= a—y(a, b,c) +)\oa—y(a, b,c) + poa/(a, b,c)=0
of dg oh B
E(aa ba C) +)\0&(a7 b,C) + uoa_z(aa ba C) =0

Como debe cumplirse también que g(a,b,c) = h(a,b,c) = 0, para recordar estas cinco condicio-
nes que debe cumplir el punto (a,b,c) se suele definir una nueva funcién de cinco variables,
llamada funcién de Lagrange, por

FOOY,zA 1) = f(xY,2) +Ag(x,Y,2) + Lh(x,y,2)

y las condiciones anteriores nos dicen que el punto (a,b,c, Ao, o) es un punto critico de la fun-
cion de Lagrange, es decir, es solucion del sistema de ecuaciones (llamado sistema de Lagran-
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ge):
oF _of 99 oh B
&(X,V,Z,)\,H) - &(X,y,Z)+)\&(X,y,2)+l.l&(x,y,2) =0
oF ot 99 oh -
a_y(xayaza)\au) - a_y(xayaz)+)\a_y(xayaz)+ua_y(xayaz) =0
oF _of 99 oh B
E(X,V,Z,)\,H) - E(X,y,Z)+)\&(X,y,2)+l.l&(x,y,2) =0

oF
a(xayaza)\a“) - g(xvyvz) =0

0

oF
a_u (Xa Y, Za)\a 'J') - h(X, Y, Z)

Esta es la teoria que debes saber referente a extremos condicionados. El método que hemos
descrito se conoce como método de los multiplicadores de Lagrange porque las variables A, u
que se introducen se llaman multiplicadores de Lagrange.

La situacién que consideraremos en los ejercicios serd la siguiente: deberés calcular el mé-
ximo o el minimo absolutos de los valores de una funcién cuando las variables estdn sometidas
a una condicién como las que hemos considerado anteriormente (las variables deben estar en
una curva " en el plano, o en una superficie Sen el espacio, o en una curva I' dada como inter-
seccion de dos superficies) donde, ademas la curva I o la superficie S segtn sea el caso, son
conjuntos compactos (lo que deberds justificar en cada caso). En esta situacion, el teorema de
Weierstrass asegura que hay puntos de I' o Sen los que la funcién alcanza un méximo y un mi-
nimo absolutos, es decir, son puntos en los que la funcién toma el mayor valor o el menor valor
de todos los valores que toma en I o S. Para calcular dichos puntos lo tinico que debes hacer es
calcular los puntos criticos de la funcién de Lagrange y calcular el valor de la funcién en cada
uno de ellos, aquél punto (o puntos, puede haber mas de uno) donde la funcién tome el mayor
valor serd el punto donde se alcanza el méximo absoluto; aquél punto (o puntos, puede haber
maés de uno) donde la funcién tome el menor valor sera donde se alcanza el minimo absoluto.

Finalmente, incluyo, por complitud, un resultado que establece condiciones suficientes de
extremo condicionado. No creo que tengas que usarlo.

Condiciones suficientes de extremo condicionado

Supongamos que f es un campo escalar de n variables con derivadas parciales continuas
de segundo orden. Sean gj, 1 < j < m, campos escalares de n variables con derivadas par-
ciales de segundo orden continuas y definamos M = {x: gj(x) = 0,1< j <m}. Se supone que
en todo punto x € M los vectores gradiente [lgj(x) son linealmente independientes. Pongamos
G =1(01,92,---,0m) YA = (A1,A2,...,Am). Sea

F(x,A) = f(x)+ (G(x)|A)
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la funcién de Lagrange y sea (a,) un punto critico de la misma. Consideremos el siguiente
polinomio
Omxm J(G,a)
_ 2
P01 06 (c(@n), 2

0X;0X; iLfi_sn
<j<n

e Sip(z) esde grado n—my todos sus coeficientes son positivos o negativos, entonces a es un
maéaximo local condicionado de f.

e Sip(z) es de grado n— my todos sus coeficientes son distintos de cero y van alternando su
signo, entonces a es un minimo local condicionado de f.

e Sip(z) es de grado n—m sus coeficientes nulos estdn seguidos y llegan hasta el término
independiente y los no nulos o bien tienen todos igual signo o van alternando su signo, no se
puede decir nada.

e En otro caso ano es extremo condicionado de f.

Ejercicios

1. Calcular el valor mayor y el valor menor que toma la funcién f(x,y,z) = xyzen los puntos
del elipsoide x? 4 4y? + 97% = 3.

2. Calcular el valor mayor y el valor menor que toma la funcién f(x,y,z) = y? + 42> — 4yz—
2xz— 2xyen los puntos del elipsoide 2x* + 3y + 622 = 1.

3. Determinar los puntos sobre la curva x?y = 2 méas préximos al origen.

4. Hallar el punto de la recta interseccién de los planos x—y = 2y x— 2z= 4, que estd mas
proximo al origen.

5. Calcular el punto P(x,y,z) en el plano de ecuacién 2x+y—z =5 que estd mds cerca del
origen.

6. El plano x+y+ z= 24corta al paraboloide z= x?> +y? en una elipse. Calcula los puntos mas
altos y més bajos de dicha elipse.

7. Utiliza el método de los multiplicadores de Lagrange para calcular un punto de la elipse

de ecuaciéon 5

2
X
=1
a2 b2

tal que el segmento determinado por la interseccién de la tangente a la elipse en dicho

punto con los ejes coordenados tenga longitud minima.

8. Dado el elipsoide

calcular un punto de coordenadas positivas tal que el plano tangente al elipsoide en dicho
punto determine con los ejes coordenados un tetraedro de volumen minimo.
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9. Hallar los puntos de la curva
X —xy+y -2 =1
X4y =1
que estdn mds proximos al origen de coordenadas.

10. Calcular la minima distancia del origen a la superficie de ecuacién xy?zZ> = 2.

11. Calcular los valores maximo y minimo de la funcién f(x,y,z) = xyzcuando el punto (Xx,y,z)
pertenece a la curva definida por la interseccién del plano x+y+z= 0y la esfera x> +y> +
Z-1=0.

12. Calcular la minima distancia entre la recta x+y = 4 y la circunferencia x* 4 y* = 1.
13. Calcular la minima distancia entre la recta x—y = 2 yla parabola y = 2,
14. Calcula la distancia minima entre la elipse x* +2y? = 6 y larecta x+y = 5.

15. El drea de una caja rectangular sin tapa es de 108cm?. Calcular sus dimensiones para que
el volumen sea maximo.

Célculo de extremos en conjuntos compactos

En este tipo de ejercicios se trata de calcular el maximo o el minimo absolutos de una funcién
f con derivadas parciales continuas en un conjunto compacto K formado por la unién de un
conjunto abierto acotado y de su frontera, K =U UFr(U). En este tipo de ejercicios la existencia
de dichos extremos estd asegurada de antemano en virtud del teorema de Weierstrass. Se trata
realmente de dos problemas, pues lo que hay que hacer es estudiar los extremos relativos de f
en el abierto U (un problema de extremos relativos) y estudiar los extremos locales condicio-
nados de f en Fr(U). Si la frontera de U estd definida de forma apropiada (es una curva o una
superficie) éste ultimo es un problema de extremos condicionados. Cuando la frontera de U
estd dada por condiciones sencillas que permiten despejar variables puede hacerse un estudio
directo sin necesidad de recurrir a la teorfa de extremos condicionados.

1. Calcular los extremos absolutos de f(x,y) = (x2 + 2y2) e~ en el disco X2 +y2 < 4.

2. Calcular los valores maximos y minimos absolutos de f(x,y,z) = xy?Z> en la bola x? + y? +
<1

3. Hallar los extremos absolutos de f(x,y) = X2 + 3y? en el circulo x*> — 2x+y? — 3< 0.
4. Hallar los extremos absolutos de la funcion f(x,y) = x?y3(1— x—y) en el conjunto
K={(xy) x| +]yl <1}
5. (*) Hallar los extremos absolutos de f(x,y) = x> +y? — xy— x—Yy en el conjunto
K={(xy)eR?:x>0,y>0x+y<3}
6. Calcula los extremos absolutos del campo escalar f(x,y,z) = X+Yy+ z en el conjunto

A={(xy,2eR®: X +y*<z<1}.
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10.1.10. Derivacion de funciones implicitamente definidas

Sea f(x,y) una funcién de dos variables con derivadas parciales de primer orden continuas y
consideremos la ecuacion f(x,y) = 0. Las soluciones de dicha ecuaci6én representan una curva
en el plano. Bueno, hablando con propiedad pueden representar algo més general que una
curva. Para que te convenzas de ello basta que consideres la ecuaciéon

fxy) = (C+y?—1)(2(x—1)*+3(y—2)°~1)(y—x*) =0

la funcién f se anula en los puntos de la circunferencia x* +y? = 1, de la pardbola y = x* y de la
elipse 2(x—1)2+ 3(y—2)? = 1. Por tanto la ecuacién f(x,y) = O representa la unién de todas esas
curvas.

Figura 10.1: Conjunto dado por f(x,y) =0

Ese conjunto (ver figura (10.1)) no es exactamente una curva pero localmente se parece a
una curva. La palabra “localmente” quiere decir que si fijamos un punto (a,b) tal que f(a,b) =0
entonces hay una bola abierta centrada en (a,b) de radio positivo, B((a,b),r) tal que el corte
de dicha bola con el conjunto de puntos V = {(x,y) : f(x,y) = 0} es una curva, donde la palabra
“curva” tiene el significado que le hemos dado en el apartado dedicado al cdlculo de rectas tan-
gentes. De hecho, no es cierto que la condicién anterior se verifique para todos los puntos (a,b)
tales que f(a,b) = 0. Dicha condicién falla en los puntos donde se cortan dos de las curvas cuya
union forma V, pues es claro que en dichos puntos el conjunto V no parece localmente una
curva. Pues bien, dichos puntos son justamente los puntos donde se anula el vector gradiente
de f. En dichos puntos la recta tangente no esta definida. Este ejemplo te ayudara a entender
lo que sigue.

Volvamos al caso general de una funcién de dos variables f(x,y) con derivadas parciales con-
tinuas de primer orden. Consideremos ahora la ecuacién f(x,y) = 0 desde otro punto de vista.
Intuitivamente, una ecuacioén es una condicion que debe ligar a una de las variables, es decir,
que si en la igualdad f(x,y) = O se fija un valor de x entonces el valor de y queda determinado
de manera unica por dicho valor de x. A veces esto es verdad como en el siguiente ejemplo.
Consideremos

f(xy) =y*+ye+semnx

Fijado un valor de x la ecuacién f(x,y) = 0 es un polinomio de tercer grado en y que tiene una
tinica soluci6n real pues su derivada respecto de y es 3y? 4+ € que no se anula. Es decir, en este
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caso es cierto que la igualdad
V> +ye+sex=0 (10.27)

define de manera tnica a y como funcién de x, en el sentido de que fijado un valor de x, hay un
Unico y= ¢(x) que verifica dicha igualdad, esto es, la funcién ¢(x) estd definida por la condicién:

O3+ d(x) & +semx=0 (10.28)

Se dice que la funcién ¢ estd implicitamente definida por la igualdad (10.27). Puedes calcu-
lar con Mathematica el valor de dicha funcién y comprobards que es bastante complicada. El
hecho es que la mejor forma de trabajar con la funcién ¢ es la igualdad (10.28) que la define.
Por ejemplo, si queremos calcular la derivada de ¢ en un punto basta con que derivemos dicha
igualdad para obtener

30/ ()0(X)% + §'(x) € +(x) €+ cosx = 0

lo que permite calcular ¢’(x) en funcién de ¢(x).

En general, no es cierto que una igualdad de la forma f(x,y) = O permita despejar una va-
riable en funcién de la otra. Para convencerte, considera el primer ejemplo que pusimos. Ni
tan siquiera una igualdad tan sencilla como x? +y? — 1 = 0 permite despejar una variable como
funcién de la otra pues es claro que para cada valor que fijemos de una variable (comprendido
entre -1y 1) hay dos posibles valores de la otra que verifican dicha igualdad.

Relacionemos ahora los dos puntos de vista que hemos considerado. Pongamos

r={(xy)er: f(xy) =0}

Silaigualdad f(x,y) = O permitiera despejar y en funcion de x, es decir, definiera una funcién
y = ¢(x) por la condicién
f(xy) =0<=y=0(x)

entonces se tendria que (llamando | al intervalo donde esté definida ¢)

M ={(xy)€R?: f(xy) =0} = {(x,$(x)) : x€1}

es decir, el conjunto I seria la grafica de ¢, que, como sabemos, es un tipo muy particular de
curva. Pero ya hemos visto que el conjunto I" puede ser una “curva” mucho més general que la
gréafica de una funcién. Pero incluso en este caso, dicha “curva” es localmente, excepto en los
puntos donde se anula el gradiente, una gréfica de una funcién.

Las consideraciones anteriores se pueden llevar al caso de una funcién de tres variables
f(x,y,2z) considerando ahora la “superficie” definida por la ecuacién f(x,y,z) = 0. La pregun-
ta ahora es si fijados un valor de Xy otro de y queda determinado de manera tinica un valor de
z=¢(x,y) que verifica dicha ecuacién. En caso afirmativo tendriamos que la superficie de ecua-
cién f(x,y,z) = 0 coincidiria con la gréafica de ¢. Ya puedes suponer que esto no es cierto en
general pues la mayoria de las “superficies” no son gréficas de funciones.

El siguiente resultado, conocido como teorema de la funcién implicita, nos dice lo que po-
demos afirmar en general en una situacién como la que estamos considerando.
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Teorema de la funcién implicita
Suponemos que las funciones que consideramos en lo que sigue tienen derivadas parciales de
primer orden continuas.

a) Consideremos primero el caso de una funcién f(x,y) de dos variables. Sea

r={(xy)€R?: f(x,y) =0}
Supongamos que (a,b) €T y se verifica que

of

b)#0

Entonces existe una funcién ¢ : | — R, definida en un intervalo | tal que a€l y ¢(a) = b, que
verifica que f(x,¢(x)) = O para todo xel. La funcién ¢ se dice que estd implicitamente definida
por la ecuacién f(x,y) = 0. Dicha funcién es derivable en | y su derivada se calcula derivando la
igualdad f(x,¢(x)) = Orespecto a x con lo que se obtiene

91 000 + 2L 000000 — 0 9700~ B

Ademads tenemos que

FA(x9()) = {(xy) €R?: F(xy) =0} (1 x o(1)) = {(x d(x)) : xe1}

es decir, I' es localmente en el punto (a,b) una curva que viene dada por la grafica de ¢.

b) Consideremos ahora el caso de una funcién f(x,y,z) de tres variables. Sea
S={(x .2 €R®: f(x,y,2) =0}
Supongamos que (a,b,c) € Sy se verifica que

% (a,b,c)#0
Entonces existe una funcién ¢ : U — R, definida en un abierto U  R? con (a,b) €U y ¢(a,b) =,
que verifica que f(x,y,0(x,y)) = 0 para todo (x,y) €U. La funcién ¢ se dice que esta implicita-
mente definida por la ecuacioén f(x,y,z) = 0. Dicha funcién tiene derivadas parciales continuas
en U y sus derivadas parciales se calculan derivando la igualdad f(x,y,¢(x,y)) = 0 parcialmente
respecto a x e y con lo que se obtiene

of
of of G W, T XYey)
&(vaaq)(xvy)) + E(vav(b(xvy))&(xvy) =0= &(va) - an
E (Xa Y, ¢(X7 Y))
of
__(Xayvq)(xvy))
2 X900+ 2 ey by D (xy) = 0= R y) =
y 0z ay ay of
E (Xa Y, ¢(X7 Y))
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Ademads tenemos que

SN (U X ¢(U)) = {(vavz)€R3 : f(X,y,Z) :O}D(U X ¢(U)) = {(vav(b(xvy)) : (X,y)GU}

es decir, Ses localmente en el punto (a,b, c) una superficie que viene dada por la grafica de ¢.

El teorema de la funcién implicita es mucho més general pero nos limitaremos a los casos
considerados. En las hip6tesis hechas pueden admitirse variaciones. La hip6tesis que hay que
hacer siempre es que el vector gradiente de f no sea cero en el punto considerado. En el caso
a) puede suponerse igualmente que

of

ox
y la conclusién es que x puede expresarse localmente como funcién dey, es decir, que hay una
funcién P : J — R definida en un intervalo J tal que be Jy y(b) = aque verifica que f((y),y) =0
para todo ye J. Lo que sigue ya lo puedes suponer.

(a,b)#0

Andlogamente, en el caso b) puede suponerse, por ejemplo que

of
&(a7b7c)¢0

entonces es la variable xla que queda definida localmente de forma implicita como funcién de
y, z. Tt mismo puedes completar el enunciado en este caso. Todo esto nos da més libertad para
elegir la variable que queremos expresar como funcién de las otras, basta con que la derivada
parcial respecto de dicha variable sea distinta de cero.

En la practica el teorema de la funcién implicita se aplica en la forma que te explico en los
siguientes ejemplos.

10.40 Ejemplo. Comprobar que la ecuaciéon
Xyz+senz—6) — 2(x+y+x4?) =0

define a z como funcién implicita de (x,y) en un entorno de (1,1), con z(1,1) = 6. Comprobar
que (1,1) es un punto critico de la funcién z= z(x,y).

Solucién. Pongamos f(x,y,z) = xyz+senz— 6) — 2(x+y+x?y?) que tiene derivadas parciales con-

f f
tinuas de todo orden. Tenemos que 3 Xy-+ cogz— 6), por lo que %(1, 1,6) =2+ 0. Como,

ademds, f(1,1,6) =0, el teorema de la funcion implicita garantiza que hay una funcién con de-
rivadas parciales continuas, (X,y) — z(X,y), definida en un entorno, U, de (1,1) tal que z(1,1) = 6,

y
f(x,y,2(x,y)) = 0 para todo (x,y)€U.

Derivando esta identidad tenemos que:

of ofoz ) 0z _
= o =V 2(1+ 2xy?) + (xy+COS(Z—6))a—X =0 (1
of ofoz 2 0z _
a—y + E@ = XZ— 2(1+2X y)+ (Xy+ COS{Z_ 6))@ =0 (2)

Donde las derivadas parciales de la funcién implicita z= z(x,y) estan calculadas en un punto
(x,y)€U ylas de f estdn calculadas en el punto (x,y,z(x,y)). Haciendox=y=1,z=2(1,1) = 6,en
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0 0
las igualdades anteriores, se obtiene que 6_)Z< (1,1)= £ (1,1) =0, esto es, (1,1) es un punto critico

de z=z(x,y). ¢

El ejemplo anterior es todavia demasiado explicito, nos dice muy claramente lo que hay que
hacer. Lo mads frecuente es que nos encontremos con ejercicios como el siguiente.

10.41 Ejemplo. Sabiendo que

ycogxz) +x°e?Y—-z+1=0 (10.29)

Calcular g—)z((x, y) y particularizar para el punto (x,y) = (0,0).

Solucién. En un ejercicio como este lo mas fécil es que en la igualdad (10.29) sustituyas men-
talmente z= z(x,y) y la veas como

ycos(xz(x,y)) +x3eYY —z(x,y) +1=0 (10.30)

es decir, supones que has calculado para valores de x e y dados la solucién respecto a z de la
igualdad (10.29). Esta solucién (que de hecho no es posible expresar de forma explicita, esto es,
que no puede calcularse) la representamos por z= z(x,y) y es la funcién implicita definida por
laigualdad (10.29) (el teorema de la funcién implicita que es un teorema de existencia garantiza
que dicha funcién existe). Ahora derivamos en la igualdad (10.30) respecto a x para obtener

0z

_&(va) =0

—ysen(xz(x,y)) <z(x, y) + X g_)z( (X, y)) + 32wy +x3yg—>z( (x,y) oY

de donde

0z yZ(x,y) sen(xzx,y)) — 3x2eZxy)Y

&(X’ )= X3yerxy)y —xysen(xz(x,y)) — 1
Naturalmente, esta igualdad tiene sentido siempre que el denominador de la fracci6on sea dis-
tinto de cero. Puedes comprobar que sillamas f (x,y, z) = ycogxz) +x2€*Y —z+ 1 entonces la igual -

dad anterior es precisamente

of

_&(vav Z)

of

E (X7 Y, Z)
calculada en el punto (x,y,z(x,y)). Para (x,y) = (0,0) se tiene que z(0,0) viene dado por la ecua-
cién que se obtiene haciendo x = 0e y = 0 en la igualdad (10.29) de donde se sigue z(0,0) = 1.

Ademas

of of
E(Oa Oa Z(Oa O)) - E(Oa Oa 1) =-1+#0
Porlo que
0z 0
I (0,0) = 0
¢
Ejercicios

1. Calcular las derivadas parciales de primer orden de la funcién z= z(x,y) definida implici-
tamente por yZ + x?Z> — €Y= 0. Particularizar para el punto (x,y) = (1,0).
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2. Calcular las derivadas parciales de primer orden de la funcién z= z(x,y) definida implici-
tamente por Z° + ze* + cosy = 0.

3. Calcular las derivadas parciales de primer orden de la funcién z= z(x,y) dada implicita-
mente por 3x?y? + 222xy — 2z¢ + 4zy? — 4= 0, en el punto (2,1) siendo z(2,1) = 2.

4. Supongamos que la igualdad

y+z 2
[ g)dt+ [ hit)ydt=0
Xy 3x+y

donde g y h son funciones reales derivables, define a z como funcién implicita de x,y.
Calcular las derivadas parciales de primer orden de z= z(x,y).

5. Supongamos que la igualdad F(x,y,z) = 0 determina implicitamente funciones diferen-

. - - B oxodyoz
ciables x = x(y,2), y = y(X,2), z= z(x,y). Probar que dyazox 1

6. Calcular la derivada de la funcién y = y(x) definida implicitamente por
¥W4+32—2y>—2y=0
Particularizar para x = 1 sabiendo que y(1) = 1.
7. Calcular la derivada de la funcién y = y(x) definida implicitamente por
ylog(x?2+y?) — 2xy="0

Particularizar para x = 0 sabiendo que y(0) = 1.
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